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Conférence n° 14

QUANTIFICATION ET APPROXIMATIONS SEMI -CLASSIQUES

par J.C. NOSMAS

Le texte qui suit résume essentiellement un travail fait
en collaboration avec B. Candelpergher ([C.N2])

Pour étudier certaines propriétés spectrales d'opérateurs
auto adjoints asymptotiques, il est désormais classique de construire
des solutions asymptotiques ou des quasi-modes et ce faisant d'attacher
a chaque variété lagrangienne A non conique une classe de "fonctions
oscillantes" (cf.[D1],{c.V],[M]).

Sous une condition, dite de préquantification, nous définissons,
inspirés par le travail de L. HYrmander [H], une notion de Symbole
principal pour une classe de fonctions oscillantes et 1l'interprétons
comme section d'un fibré complexe F de rang 1 au-dessus de A. Plus
précisément, F est le produit tensoriel du fibré de Maslov, M(A), du
fibré des 1/2-densités, 01/2(A), et d'un fibré L dont 1l'existence est

liée au fait que A ne soit pas conique :
F=1L®MAa ®q,,,0)

Nous sommes alors en mesure de développer tout un calcul symbolique.

Les conditions de quantifications de Maslov donnent une
"bonne" trivialisation de L ® M(A) et la construction de solutions
asymptotique est alors liée a la possibilité de trouver une triviali-
sation de 01/2(A) adaptée au probleme posé, c'est-a-dire a la résolution
d'un probleme de '"Mécanique classique" (cf Th 4.1)

I1 est possible de généraliser les constructions ci-dessus
au cas des systemes ([N]) et on constate que, par exemple dans le
cas de 1'équation de DIRAC REDUITE, il n'est pas possible d'obtenir
une trivialisation de F en trivialisant séparément L ® M(A) et

QI/Z(A) (nous renvoyons a [L] pour plus de détails).



O RAPPELS ET NOTATIONS

Soit X une variété C. de dimension n sur R ) T*X le fibreé
cotangent est naturellement muni d'une structure de variété symplectique
de dimension 2n. Une sous-variété de dimension n de T%X est dite
lagrangienne si elle est isotrope.

Une fonction @ , de C(X ><]Rl; ; R) est dite non dégénérée si

0.1 dg ?(x,48.) = 0 = rg dx,e(detp) (x+6, ) =k

Sous cette condition

C(®) = {(xy8) / de¢(x,e) = 0} est une sous-variété de

3
dimension n de X x RY et 1l'application i(?) de c(¥) dans T X

0.2 (x,8) — (x,@!(x,8))

définit une immersion lagrangienne. Réciproquement, étant donnée une
s4 s € R . . .

sous-varieté de T X, il est toujours possible de la représenter

localement comme image par une application du type 0.2.

. 3*
Soient A une sous-variété lagrangienne de T X, U un ouvert de

A et ® une fonction non dégénérée ; on dira que (U,?) est une phase sur

0,3 i(@) : i@ 1w ——> U est un difféomorphisme

On sait par ailleurs qu'il est toujours possible de recouvrir A par des

ouverts de phase. On appelle Atlas Lagrangien la donnée d'une famille

(Ui,wi) de phases telles que (Ui) soit un recouvrement localement fini

de A par des ouverts connexes et simplement connexes ; on le note § .

Soit T un sous-ensemble non borné de ] 0, + [ 3 on dira que 1'Atlas 3

est T-cohérent si pour tout (Ui,¢i) et (Uj,wj) dans § 1'application

u, n Uj X T —> R/21Z

(A, 1) — T@i(x).’nﬁj(m

(ont ®(n) = ¢(i(9)"1(1))) est constante sur chaque composante connexe
de U, NU, .
1 J

L'existence d'un tel atlas équivaut a la propriété suivante du couple



(A,T) ([C,N2]) :

4
Définition 0.1 (A,T) est dit préquantifié si pour toute base de cycles

compacts de dimension 1 de A, Y1° Vi il existe des nombres réels

pi...uk tels que

0.4 'F'Yi @ = W, mod 2nZ pour i = 1...k

N ’ . 3 ei‘ . s
ou oo désigne la 1-forme canonique de T X restreinte a A.
~

Dans tout ce qui suit A désigne une variété lagrangienne connexe telle

que nlA : AN——> X soit propre (ou © est la projection canonique de

3%
T X sur X) et & un atlas lagrangien T-cohérent de A .

1 FONCTIONS OSCILLANTES ASSOCIEES A 3

Soit (U,?) dans 3 , on appelle fonction oscillante d'ordre p
associée a la phase (U,?) la classe de la fonction (modulo les fonctions

a décroissance rapide pour T dans T) définie par

(n+k)/2
)
%R

1.1 u(x,t) = (t/2k exp(iT@(Xae)) a(x,e,f) de

k

ou a est un symbole classique d'ordre p a support compact dans

X ximk de telle sorte que

1.2 le support de a rencontre i(¢)-1(U) suivant un compact de C(®) .

On note GP(U,®) 1'espace de telles fonctions

Définition 1.1 On appelle fonction oscillante d'ordre p associée a

§ toute somme localement finie (au-dessus de X) d'éléments de Gp(Ui,¢i)-

On note GP l'espace des fonctions oscillantes d'ordre p et G = U cP

4
Proposition 1.1 1le groupe filtré G est séparé et complet. C'est une

Lconséquence facile du résultat suivant

(Théoreme d'équivalence de phases (cf.[D1] proposition 1.3.1)

Soient (U,?) et (U,¥) deux phases de § : ? € C“(X)ka;IR) et

v € c®(x x R

3 R). Pour tout symbole classique a vérifiant 1.2 il



existe un symbole classique b vérifiant 1,2 tel que

(T/ZE)(n+k)/2 f . exp(it®(x58)) alx,8,7) de:(r/2n)(n+5)/2
R

f g exp(it¥(x,M)) blx,M,7) a7

R
2 SYMBOLE PRINCIPAL
G o
Définition 2.1 Pour u dans G , on appelle symbole principal de u, on
le note u, sa classe dans GO/G[—1

On appelle systeme transverse en ho(ho appartenant a A) la donnée d'un

couple y(ho) = (x,Y) tel que
(i) x est dans Cz(X) et x =1 au voisinage de n(} )

(2i) ¥ est dans C (X ; R) W(E(ko)) = 0 et,dans n-l(supp)(),A et

le graphe de d¥Y se coupent transversalement en Xo .

On note y(ho)u l'application de T dans €
2,1 T — IX exp(it¥(x)) x(x) u(x,t) dx

de la définition de u et du théoreme de la phase stationnaire usuel
qui s'applique ici grace a la condition de transversalité (2i), nous

déduisons que exp-itT a(ho) Y(Ao)u définit un symbole classique sur T, d'or-
-1 ,
dre 0 et que sa classe dans S°(T)/S™ (T) ne dépend que de la classe

de u dans GO/G—1 ; on la note exp -it $(ho) y(lo) u

'broposition 2.2 G-O/G—1 est naturellement muni d'une structure de

c”(A)-module caractérisée par la propriété suivante : si p est dans
Cw(A),E dans GO/G—1 et A dans A on a

exp(-it B(n)) v () (p.u) = p(A) exp(-it T(n)) v(A) u

pour tout systeme transverse y(A) et toute phase (U,?) définie au
1

voisinage de A ./Notons gro(G) = G%G™" et F, le T-espace vectoriel

de dimension 1 gro(G)/mx gro(G) oﬁ.mh désigne 1'idéal de c”(A) des

fonctions qui s'annulent en A
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Proposition 2.3 F = Al FK possede une structure de fibré vectoriel
AEA

complexe de rang 1 sur A .

Démonstration : pour a dans T, considérons la fonction oscillante

‘ K .
u(x,t) = ('17/271)(n+ )/2 I K exp(it ¢(x,9) a(x,p) de
R
ou a est une fonction C* a support compact vérifiant 1.2, qui prend
la valeur a au point i(¢)-1(h) i la classe de u dans F, ne dépend pas de
a mais de a , on la note g(®,A,a). Nous venons donc de définir une

bijection

Ux € — FIU
g(®) {

(7\300)———) g(‘PJ»,oc)

I1 s'agit de montrer que ces bijections permettent de définir sur F
une structure de fibré C au-dessus de A

Soient (U1,¢1) et (U2,¢2) deux phases de ¢ telles que U, N U, £ D ;
considérons l'application g(¢1)_1og(¢2) de U,NU, x & dans lui-meme.
Si (A,a) = g(wi)'iog(wz) (A,B) alors g(® ,A,a) = g(9,,A, B) or

g(®. ,A,a) est la classe d'un élément u, de G°(U,,?.) ; si v(A) est un
1 1 1’71 Y

~
. systeme transverse en A nous avons

o _ _ in/4 sgnQ
2.2 exp =it wl(h) y(7\)u1 = | et Q1| 1/2 e la
de meme
in/4 sgnQ
. ~ — _ _1/2 1Ti:/ g 2
exp -it @2(h) y(h)uz = |det Qzl e P

. 2 N |
ou Q, = dx,e(wz-W) (i(®) 7(A)) et y(A) = (X,¥)

comme u, - 32 est dans 7, gro(G) nous en déduisons que

2.3 o = f1’2(7k) B

L ~ |detQ2 /e in
avec f1,2 = exp 1T(¢2(h)-@1(h)) EE?TG_ exp jr-(sgan-SgnQ1)



Le couple (A,T) étant préquantifié f1,2 est indépendante
de T . On termine la démonstration en remarquant qu'en prenant les
ouverts de phase suffisamment petits il est possible de définir des
familles régulieres de systemes transverses paramétrées par les points
des ouverts de phase ; f1,2 est alors une fonction C® .

Si T(A,F) désigne le C (A)-module des sections C~ , globales
de F, nous avons le

Théoréme 2.4 : Les C (A)-modules gro(G) et I'(A,F) sont isomorphes

|1'isomorphisme est donné par 1l'application

gr, (&) — T(4,F)

u —"Ayclasse de u dans Fh"

Les transitions du fibré F s'écrivent

2.4 f..=4.. m,. h,.
1] 1] 13 1]
avec zij (A) = exp ir(aj(K)—ai(K))
L (A) = exp i % (sgn Qj-sgnQi)
et h,, (\) = |det Q./det Q|22
ij j i

les fonctions mij définissent les transitions du fibré de Maslov M(A),

Lo, . . e,
hij celles du fibré des 1/2 densités Qi/z(A) et Lij celles d'un fibré

qu'on note L et donc on obtient ainsi

2.5 F=L®MAQK ® 01/2(A)

La condition de quantification de Maslov s'énonce
2.6 t8/2n = m/4 mod Hl(A,ZZ)

ou m désigne le cocycle de Maslov et § est 1'image de la classe de

*|, Ppar 1'isomorphismele(A,Q')-——>H1(AJR)

Quitte a choisir les ouverts de phase judicieusement cette condition

équivaut a 1'existence de nombre réels tels que

2.7 T($j(h)-$i(h))- % (sgn Qj-sgn Qi) =Wy -y mod(2nZ )

ce qui donne une trivialisation de L ® M(A) par une section globale

constant sur chaque ouvert Ui .



3 ACTION DES OPERATEURS DIFFERENTIELS ASYMPTOTIQUES ET ESTIMATIONS L2

On appellle opérateur différentiel asymptotique d'ordre O
tout opérateur différentiel qui s'écrit
n

3.1 P(x,Dx/r,r) = v tJ Pj(x,Dx/r) ou les Pj sont des
j=o

opérateurs différentiels ordinaires.

Un tel opérateur définit un morphisme de degré O du groupe filtré G

et si u appartient a Go, Pu est dans G° et

3.2 Pu ) « u ou P, désigne le symbole complet de P .

i (p°|A

Lorsque p_s'annule sur A si u est dans G° s Pu est dans G"1 et
o 9

t Pu est dans G° 3 nous avons alors la proposition suivante dont la

démonstration est classique.

pd — ~
Proposition 3.1 Si u est dans G° est telle que u = £ ® m ® w ou

L ® m est une section de L ® M(A) constante sur les ouverts de phase .

Alors TPu = 4@ m® pr

ou Lp est 1l'opérateur i-1 L+ cplA s+ £ la dérivation de Lie des 1/2-densités

associée au champ hamiltonien de P, et cp est le symbole sous-principal

N | 2
de P : cp = p1-(21) 5 ax.g' P,
\ J J

Lorsque (A,T) est quantifié comme G est un groupe filtré, séparé complet
on peut déduire de certaines propriétés de Lp, des propriétés de P ce

en utilisant des techniques d'Algebre générale

Pour les applications a 1'étude du spectre des opérateurs différentiels
asymptotiques on utilise les résultats suivants

e
Proposition 3.2 .On suppose X orientable ; pour u,s dans Go, a support

compact (i=1,2) de symbole principal £ @ m ® w, « Alors
— -1
3.3 IX u1(x) u2(x5 dx = IA wy; w, mod S (T)

en particulier
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2 2 -1
L3.4 fx Tyl ax = I lw, 1% moa s7(m)
On en déduit le résultat suivant essentiel pour la suite :

e
Corollaire 3.3. Soient P un opérateur différentiel asymptotique d'ordre

0 sur R%, 2 symbole principal réel, autoadjoint, A une variété lagran-

gienne contenue dans p;1({0]) telle que (A,T) soit quantifié, u dans

G°\ ! support compact et tel Pu soit dans G (q< o) , alors il
existe une constante C telle que si d désigne la distance du spectre

de P a 1'origine,

3.5 d< c 4

~

4 UNE APPLICATION

Comme exemple de résultat qui découle de fagon simple du calcul

symbolique défini plus haut, nous avons le

(Théoréme 4.1 Soit P un opérateur différentiel asymptotique d'ordre O

sur R", 3 symbole principal réel, autoadjoint et E0 un nombre réel tels

que

L4 s . ¥*
1 1I1 existe une sous-variété lagrangienne A de T :m", compacte, connexe,
incluse dans (po-Eo)_1({O}), sur laquelle le champ hamiltonien Hp ne

s'annule pas et invariante par le flot de ce champ.

2 1I1 existe sur A une densité w invariante par le flot de Hpo et telle
que pour toute fonction f de C®(A), d'intégrale nulle par rapport a w,

1'équation Hp g = f ait une solution dans c”(pn) (ou Hp g = dg (Hpo))

3 L'ensemble S des valeurs propres de i-1 Hpo + cp considéré comme

opérateur sur C (A) est non vide

4 (A,T) est quantifié

Alors, pour tout élément Ei de S, il existe une suite (Ej)j22 et des

constantes positives (cn) telles que tous les intervalles

n=1

[hn-cnr—n, Agten ™1, ou A, =% E. 179, contiennent un point du spectre
o

de P.

N



Démonstration : Compte tenu de la proposition 3.2 et du corollaire 3.3,

il suffit de construire u dans G° \ G~ et (Ej)j . o de telle sorte que

Tn+1(P-hn)u appartienne a G° .

On remarque alors que la densité w, sous la condition 2, ne s'annule en
aucun point ce parce que toute trajectoire de Hp0 est dense ; elle nous
permet donc de trivialiser Q1/2(A)- Nous nous ramenons donc a construire
u par "approximations successives" : u . T u, ce en résolvant des

j<o

équations différentielles ordinaires sur A .

Exemples : En dimension A, il est facile de voir que 1 implique 2 et 3 ;
1'existence de Eo et A satisfaisant 1 et 4 découle du fait que nous
sommes dans une situation ou Hpo est completement intégrable. La condi-
tion 4, dans le cas simple de 1'équation de Schrbdinger stationnaire
associée a un potentiel V strictement convexe et équivalente a la

condition de Bohr-Sommerfeld a savoir

1 I (EO-V(s))1/2 ds = (2n+1),n €N et T = n!

E0>V(s)
En dimension supérieure, la situation géométrique décrite par la
condition 1 est réalisée lorsque Hp0 est completement intégrable.
Sous cette hypothese les conditions 1 et 4 sont réalisées pour certaines
valeurs de Eo . En dimension 3, les opérateurs de Schrbdinger et
Klein-Gordon pour un potentiel central et un champ magnétique constant,
parallele au troisiémeAaxe de coordonnées fournissent des exemples

d'une telle situation (nous renvoyons a [L] pour plus de détails)

Signalons pour terminer que les techniques développées ci-
dessus s'adaptent au cas des systémesvasymptotiques (différentiels ou
pseudo-différentiels propres) ([N]) et qu'il est possible, dans le méme
esprit, d'attacher a des variétés isotropes des classes de fonctions
oscillantes, classes pour lesquelles on peut développer un calcul

symbolique, ceci sera détaillé ultérieurement.
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