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Conférence n° 16

EQUATIONS D'EVOLUTION DEGENEREES

par Michel LANGLAIS

On cherche une fonction u dépendant de trois variables réelles t,a et x
( t > 0, a > 0 x € n), telle que :

u ( t , a , x ) ^ 0

et solution du problème :

(*)

( 3u 8u „ 8 \\^ . . 9u1
^^ yu ' ^L u(t,a,x)da. ^JJ o

u(0 ,a ,x) = u (a,x) ,o
\ fA

u(t ,0 ,x) = g ( t , a ,x )a ( t , a ,u )da ^

fA ""auu( t ,a ,u)da . -,— = 0 ;
\ •'o dn

= 0

où y et g sont deux coefficients positifs ou nuls et u une condition initialeo
positive ou nulle.

On peut remarquer que si en (t , x ) on a :o o

fAu(t , a , x )da = 0
Jo ° °

alors la positivité de u assure :

u (t , a , x ) = 0 V a € ] 0 , A [ ,o o

et ( * ) devient une équation hyperbolique du premier ordre. Ce caractère parabolique
hyperbolique de ( * ) entraîne un phénomène de propagation à vitesse finie du support
de u .o

D'autre part ( * ) modélise un problème de dynamique de population et u
représente une densité de population en fonction de l'âge a et de la position
géographique x. Il existe une valeur A de a - A finie - telle que :



(1) u ( t , A , x ) = 0 t > 0, x C ^,

ce qui est équivalent à supposer que- pour u ne dépendant que de a - :

(2) A P (a)da = + oo
/ o

Notons :
fA

P( t , x ) = u ( t , a ,x )da ,
-o
fA

u (a,x)da .J o '"o
P^(x)

si l'on intègre (*) sur l'intervalle ]o,A[ par rapport à la variable a on obtient

-sous la condition (1) -

|£- ^-[PJ^l . { ' (6 - , )«€„ ,
' 0

(U) P(o ,x ) = P (x)
0

P^Oon

On considère finalement le problème :

/ 8u 9u i- rp ^i
9_x L 8x-

UU. U U. U r_ 0 Ll^

8Ï + 8a + pu - ̂  [p ^] = ° '

(̂ )
u(0,a,x ) = u (a ,x ) ,o

rA
u(t ,0 ,x) = Su da

L ip^-0

II est clair que pour résoudre (*) il suffit de trouver un couple (u,P)

solution de (IJL) , (!P) et de vérifier que :

o u(t,a,x )da = P ( t , x ) .

Le problème (ffi) est un problème du type "diffusion dans les milieux poreux". Si l 'on

suppose que :

0 < m < p ( x ) < M < + o oo o o



la résolution de (^) dépend du fait que m ^ 0 (cas non dégénéré) où m =0 (cas
dégénéré). Si m ^ 0 on a P ( t , x ) > m > 0 alors que si m^ = 0, P ( t , x ) ^ 0 et le
support de p - et donc de u - se propage h vitesse finie.

Pour la résolution de (* ) voir [ [^] ; pnur les propriétés de "diffusion
dans les milieux poreux" voir [ 6 ] , [ 1 ] , [ 4 ] , [ 2 ] , et leurs hiblioqraphies.
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