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Conférence n° 12

PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE :
RACINE CARACTERISTIQUE TRIPLE EN INVOLUTION

par D. SCHILTZ, J. VAILLANT et C. WAGSCHAL

On considère au voisinage de l'origine de (t , de coordonnées

x = (x ,x , . . . ,x ) , un opérateur différentiel linéaire holomorphe d'ordre m :

a(x,D) = i__, a (x) D00 ,
ja |<m a

o^ 04 a^ g
où D = D D . . .D , D . = ——. , de symbole principal

] 3X3

g ( x , Ç ) =2__. a (x)^,
i ' rv|a| = m

"o a! "n . , .n+1
ou ^ = ç o ^1 • • • • ^ ' S = (Ço7 ^'•••'^ € (I: •

On suppose l'hyperplan S : x = 0 non caractéristique, et on considère

le problème de Cauchy ramifié :

,^ f a ( x , D ) u ( x ) = 0

l D^ u (x) j ^ = w (x ' ) , 0 < h < m
0 'x°=0 h

où x' = (x , . . . , x ) et les fonctions w, sont ramifiées autour de la sous-variétéh

T : x = x = 0 dans S, c'est-à-dire holomorphe sur le revêtement universel de

n\T, Q, étant un voisinage ouvert connexe de l'origine dans S.

On note Ç ' = ( Ç . f . - . ^ Ç ) ; on pose y-i * = ( l y 0 , . . . , 0 ) , et on suppose

m
g(x ,ç ) = n ( ? , - À 1 ^ , ^ ' ) )

i=l

où les fonctions \ sont holomorphes au voisinage du point x = 0, Ç ' = ri ' • On

suppose de plus :

i) ^(o, n ' ) = ^(o, n 1 ) = À3^')
ii) Les nombres \ ( 0 , ^ ' ) , . . . , À m ( 0 , n î ) sont deux à deux distincts



iii) {Ç^ - ^(x^1),^ - À^x^ ' ) } == D^ X 3 - D^1 +

n . . . .
+ ^ ( D ^ D .. À D - D À Vç. À x) = 0 pour 1 < i < J < 3 .

k=l k ç k k ç k

On note k (x) la fonction holomorphe au voisinage de 0 dans (f , solution du problè-

me de Cauchy du premier ordre

D^k^x) = ^ (x /D 'k^x) )

k^O^x ' ) = x1

2 1 2où D' = (D , . . . ,D ) , et cp (X,T ) , cp (x , r ) , où T = (ï ,T ) € (t , les fonctions

holomorphes solutions des problèmes de Cauchy

2 2 2
D cp (^Tn) = ^ (x,D\o (X,T ) )

2 , o, , 3, ,cp (x,x ) = k (x)

D <p (x,ï) = \ (x ,D' cp ( x , r ) )

(? (X,X° - T^, T ) = CP (X,T ) .

On a les relations :

cp^x^O) = k^x); cp^x/x0^) = k 2 ( x ) ; cp^x/O^x0) = k3 (x) ; (p1 (x,0,0) = k1 (x) .

Donnons-nous un point y 6 iï - T : d'après le théorème de Cauchy-Kowalewska, le

problème de Cauchy (1) admet une unique solution holomorphe au voisinage de y. Par

des méthodes analogues à celles de Ludwig-Granoff [4] et Hamada-Leray-Wagschal [ l ] ,

on démontre le

Théorème 1 : II existe un nombre a) > 0, un voisinage ouvert simplement connexe

Q (resp. 1^) de l'origine dans (t'11'̂ 1 (resp. (î:2) , et pour J y | < a) , (y,0) € Qr ^ î)
1 2 ides fonctions u ( t ,x , r ) , u (t,x,r ) , u ( t ,x) , 3 < i < m, holomorphes au voisinage

du point (t ,x,r) = (y ,y,0) et se prolongeant analytiquement à ^ ^<9xu^

désignant le revêtement universel du disque pointé D = { t £ ( D ; 0 < | t | < a ) } ,
Cû

tels que la fonction

o o o
fx fx ~ ^ 2 1 1 f x 2 2u (x) = dr D u ((p (x,r) ,x,ir)dï + D^u (cp (x , r^ ) , X , T ^ ) , X , T ^ ) dr^ +
J 0 J 0 J 0

m
+ ̂  ^(^(x),x)

i=3



1 soit la solution du problème de Cauchy ( 1 ) .

Remarque : Le théorème 1 généralise des résultats précédents de Nakamura [ 5 ] , [ 6 ] ,
Hamada-Nakamura [ 2 ] concernant des singularités polaires.

Il est clair que la fonction u^k^x^x) se ramifie autour de l'hypersur-
face K^ d'équation k ( x ) == 0. Les autres singularités de la fonction u ( x ) proviennent
des termes intégraux : leur étude suit la méthode de Leray [ 3 ] .

Hypothèse 1 ; cp (x,T) = ^(x,T:) 7 T ( x , T ) où ^) est holomorphe, ne s'annulant pas

dans C?x ^ , et TT est holomorphe en x, polynomiale en ( T , T ) -

Hypothèse 2 : 7T(0,0,a) ^ 0; TT(O, a ,0) è 0 ; TT(0,a,-a) ^ 0 . On pose

T' T'
P ( X , T . T . T ' ) = (T1)1 ' 7T(x, -4 , -^ ) OÙ ? = d°7T .

J J 3 ^3

On note d la droite d'équation Ç T + Ç T + Ç = 0 ( Ç £ (C3 - {o}) :

un point de cette droite a pour coordonnées homogènes

^2 ^3 ~ ^3^2' ^3 r}! ~~ ^1 n^' ^1 ^9 ~ S ^1 ^ : on le notera SA^ •

On note A l'anneau des polynômes homogènes en Ç = (Ç ,Ç ,Ç ) à coefficients
J. ^ .3

dans l'anneau des germes de fonctions holomorphes en 0. On considère la restriction
de P à f f x d :

P'(x,Ç,n) = P ( x , Ç A U ) .

Soit P ' le produit des facteurs irréductibles de ^(x,^,^) dans A[r|]. P ' ne dépend

en fait que de ( X , Ç A H ) (cf. Leray [3] p.328) ; on pose :

P' (x Ç A U ) = P' (X^ATI) .

Le discriminant en p e ( £ d e P ' ( x , Ç A n + p Ç ^ Ç ) est de la forme :

Q ( x , Ç ) P' (x, Ç A Ç)1^ .

Hypothèse 3 : Q(0,l,0,-a ) iz 0 .

Q ( x , Ç ) se décompose de façon unique dans A : soit Q ' ( x , Ç ) le produit de ses facteurs

irréductibles. Le discriminant en P € (C de Q ' ( x , Ç + P C ) n'est pas fonction de p

et est polynomial en ( Ç , Ç ) : soit R(x ) le pgcd de ses coefficients.



Théorème 2 : II existe un voisinage C1' de 0 dans (t tel que u (x ) se prolonge

analytiquement au revêtement universel du complémentaire dans <9' de l'ensemble

m
Z : H k ^ t x ) Q(x ,1 ,0 ,0) Q(x,0,1,0) Q(x , l , l , - x ° ) R ( x ) = 0 .

i=l
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