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Conférence n° 4

RESULTATS DE REGULARITE, SINGULARITE ET INDICE

POUR L'OPERATEUR DE STOKES DANS UN POLYGONE.

par M. DAUGE

INTRODUCTION

L'opérateur de Stokes associe au couple vitesse-pression (W,p) le couple

force-divergence (E,g) par :

- AW + gfgd p=F
div W =g
Nous nous placons ici en dimension 2. W‘= (wl,w2) §)=(f1,f2). Voici
1'écriture matricielle de 1l'opérateur :
/ A 0 D f
- w
X 1 1
0 - A Dy w, | = f2
D D o P g
X Yy
ce que nous noterons : Bl =

Ce systéme est elliptique au sens de ADN [1] sur un domaine  avec les

conditions complémentaires = 0. Ainsi le but de cette étude

*vilae T O Yalag
est de dégager des résultats de régularité, singularité et indice pour 1l'opérateur
de Stokes avec données nulles aux bords sur un domaine I polygonal.

Pour arriver au polygone, il sera auparavant nécessaire d'effectuer
1'étude du probléme "modéle" sur le secteur plan.

On se placera dans des espaces fonctionnels adaptés & la géométrie des

domaines.

1. PROBLEME MODELE SUR LE SECTEUR PLAN

0 désigne un secteur plan de sommet O. Soit w son ouverture. Rappelons
la définition des espaces de Sobolev & double poids introduits par Pham The Lai
dans son étude du laplacien, [7] . Pour m entier positif et eo,em deux réels

vérifiant 6 < 9 :
o oo



m 9 60—m+|u| 6_- 60 o 5
HeO,ew(Q) {u€ Lloéﬂ) /,r (141) Du € L°Q), lal < m}
r désigne la distance a O.

On considére les espaces suivants adaptés aux ordres de dérivation

intervenant dans @A

m
D m+2 m+2 m+1
6 6 ) = {(w,,w.,p) € H H H (Q)//w , W
or® 12 eo,eoo 8 eo,ew)( eo,eoo 1iBQ 2 RIY)
m m m m+1
= X X
By ,9 W =Hy o XHy g4 Hy o
o o o' o » o ©
A envoie Dp () dans En ce qu'on notera AT
6 ,6 6 ,6 6 ,6
o' ©o o o oo
Le fait que Jag ) soit ou non a indice dépend
o [oe]
i) des paramétres no = 80 - (m+1)
N, = Gw ~ (m+l1l) caractéristiques des espaces.

ii) de 1l'emplacement des zéros de la fonction entiére sur € discriminante pour le
probléme de Stokes et relative & l'ouverture w
2 2 ., 2
sh Tw - T sin W

2
T

F(T) =

La multiplicité des zéros de F est 1 ou 2

éF désignera l'ensemble des zéros de F, :f' celui des zéros doubles.

Théoréme 1 : Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) F n'a pas de zéro de partie imaginaire ng ou N, (hypothése :e%m 5 ).
o

(2) L'image de jag g est fermée.ébg g est alors & indice et on a précisément
. o' a' o
) p t injectif
a Jae 0 est injecti
O o]

b) Codim Im A, = card(Fnc ) + card G nc )
6,6 nn nn
o' ™ o ® o ®

oa C n désigne la bande : {tr€c/Im 1 € ]”o'”w[}

= 0}



Dans le théoréme suivant nous explorons la situation quand le second

membre 'j n'appartient pas forcément & Im:fB? 6
& ' "o

Théoréme 2 : Supposons SZE g Vraie et soit 5? = Eg 6 (). Alors il
o'

o, ®

. m . i .
. existe dans De g un unique antécédent de 2;, ﬁg et dans Dé g un unique
’ 4
o o

oo

éantécédent de g ’ i[n . On a :

i

4, - Y4 = P ALY+ AT
°  rednc Tt e€FNc
n
o % o ©

ou KT et UT sont des formes linéaires de é? ’ YT et ZT sont des singularités

dont la forme ne dépend que de T: en coordonnées polaires :

it it it -1
YT = (r yl(e),r yz(e), r Y3(9))
iT . it . it-1 ,
z, = (r [z1 + iy,Log r], r [22 + iy, Log r], r [z3+1y3Log r])
oo
les yj et zj sont des fonctions C en O dont 1l'expression dépend de T.

Le lien entre les deux théorémes provient de ce que :

i) ? € Im ﬁrg 6 équivaut a ﬂo = 4}0 (ils appartiennent alors tous deux a
r
o

o

m
Dy 6 ).
oCD

ii) 4{0 = ’«n équivaut & : toutes les formes linéaires AT et UT s'annulent en g
Remarque : A l'inverse de la fonction discriminante du biharmonique, égale a

F(T) . . . .

5 , F s'annule toujours en i et -i . Pour ces valeurs de T on rencontre des

T+ 1

situations particuliéres :

¥ eni KT(fl,fz,g) = jQ g dx dy (cf. condition de résolution du probléme
variationnel sur un borné).
¥ en -i YT = (0,0,1). D'ou la possibilité d'obtenir des résultats quand no ou

N égale -1, en dépit que 1l'hypothése j@g ) ne soit pas vérifiée.
o' o
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Pour clore ce paragraphe, disons quelques mots du mode de démonstration
de ces divers résultats :

Par transformation conforme puis transformation de Fourier partielle appliquées au

systéme BU= g , on arrive au systéme & une variable, paramétré en

T = R.T z = & , VTEC oi 2 est analytique & valeurs dans
{ +1T o' oo T

m m m

H X H X H ( Jo, w[) et se déduit directement de é%

b x L2(]o,w[) par

2 - -
RT est défini de Hi x Hi x L7 (]Jo,w[) dans H L& H
_ - . 2 N
RT (u,v,q) = (21,22,23) avec 21 =u" + (it + 1) - (it aq

Y

&

(it -1)u" + (T2+1)V + q'

(it +1)u + v'

Les zéros de F apparaissent comme p&les de la fonction méromorphe T R;1 . Les
résidus de T __;RglﬂT fournissent les morceaux de la partie singuliéfe : AEYT +
éventuellement 'uT ZT' Les YT se construisent & partie du noyau de RT et les
formes linéaires de AT a partir de 1l'alternative de Fredholm relative & RT (noyau

de R: ). La situation est plus complexe dans le cas oi T est zéro double de F.

PROBLEME SUR LE POLYGONE

{? désigne un polygone connexe, dont la frontiére n'a pas de point double,
de sommets Sl""’SN .
On désignera par wj 1'ouverture de () au voisinage de Sj et par wj une

fonction de troncature au voisinage de Sj .

2.1 Dans des espaces a poids

Aprés les espaces employés sur le secteur, il est naturel de définir pour

N
m entier positif et 0 = (91,..., GN) € R :
@ = {u e m® @/r, 50w e 2@, 5 =1 N, lal < m}
e 1oc ] J ’ 7o Ny
A PP m m m . . m
De la méme fagon que dans le § 1, on définit DG(Q)' EQ(Q) et JB@ qui envoie DO(Q)
m
d E .
ans e(Q)
Nous avons un théoréme qui fait pendant au théoréme 1 :
De facon analogue : nj = Gj - (m+1l) et Fj désigne la fonction discriminante relative

a l'ouverture wj .

Théoréme 3 : Les conditions suivantes sont équivalentes :



(1) VvV 3 €{1,...,n} Fj n'a pas de zéro de partie imaginaire nj (hyp. agg )

(2) L'image de 558 est fermée.
m S s .
jbe est alors & indice et
n N
Ind B, = I (card 7. n c + cara X' n ¢
7 . o, N, J o,Nn,

- ¥ (card f n c + card {'. nc
==1 J .7 J .7
J J J

P m
Mais ici, en général, CB@ n'est pas injectif !

Cas particulier important : gquand tous les nj sont négatifs ; on a alors

m

1 1 2
DG(Q) C— 5 HQX H) > L

()

Eg(ﬂ) I S g x5t x 12 @)

On est alors dans le cadre d'une résolution variationnelle du probléme (voir Temam

[8l).

Théoréme 4 : On fait 1'hypothése Zg i
~ m
Soit = (f,,f., =
oi y ( 15 ) € E@ tel que IQ gdx dy =0
. 1 1 2 . - s -
Soit {z € HO X Ho X L7 (2) une solution du probléme var1at10nnel.4z se décompose
en la somme d'une partie réguliére 44% € Dg et d'une partie singuliére
D N >
r AL Ut u_T V.T
j=1 1 €F nc T T cedinc DR
J n..,o J n..o
J J
ol A, et U, sont des scalaires,
T 3T
U. =@. Y, avec Y. la singularité correspondant a W, et T
T J it JT J
V. =0, Z, ,idem .
JT J JT

Le résultat de Osborn [6] correspond & ce théoréme pour O=0oua 0

désigne le poids nul (0,...,0).

Cas particulier : nj =0 Vj, donc ej = m+l ; la partie singuliére est absente.



Autre cas : n. = -1 Vj, donc ej = m. 2@8 n'est pas vérifiée.

Mais lorsqu'aucune des ouvertures mj ne vérifie la relation tg wj = wj , On a une

décomposition en partie réguliére et singuliére du méme type, mais avec AZO vérifiant

seulement
m+2 m A " —
wl, w2 € ﬂe () , Dxp,Dyp € ﬂb' ol bien sir (wl,wz,p) = 4Zb
La partie singuliére est absente si ! est convexe : en effet
card(® nc . ) +cadanc, ) =0 si w, <
J -1,0 j -1,0 J
= 1 S1 m < w < w
Jj o
= 2 si w, >Ww
3 o
ou Wy désigne l'unique valeur € ]oO,27[ telle que tg Wy =W, - On retrouve le

résultat de Kellogg et Osborn [4] qui correspond au cas m = O, § convexe.

2.2 Dans les espaces ordinaires

soit Q) = @2 n Hi) x (@2 n Hé) x B @)

P ) = 5" x 5" x a1 (q)

On est évidemment dans le cadre variationnel.

m s s . s
On note 5Bm l'opérateur de Stokes : Dm(Q)___;E (). Voici d'abord le théoréme
d'indice
Théoréme 5 : Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) V3 Fj n'a pas de zéro de partie imaginaire - (m+1)

(2) L'image de &' est fermée.

N
S m
= + i nec
On a alors Ind A j§1 (card ~f] nc_ (1) 0 card .fj n (1) ,O)
' .z 2 1 2 1
N. B. Le cas m = O entre dans le cadre du § précédent car H N Ho = ﬂm n Ho

' m
Remarquons que la condition (1) n'est autre que 1l'hypothése £g) et que Ind® =
Ind Jbg . En fait jyn et 532 sont trés liés. Nous allons voir comment dans la

recherche des singularités. Introduisons pour m = 1

Ei(ﬂ) = {(f ,leg) € E(Q)/ DVF (Sj) =0 j=1,...,~ , lal<m-2, k=1,2

k
o .
D g(Sj) =0 J

1

’ |o¢|<m—1}

Il
-
~
.
.
~
2



Nous avons

V;?EE:(Q) , 3 4 € D" Q) ?”-Zi-{c € E$
i £

m
(€,...,8) 7

. m - . . .
E n'est pas inclus dans Em . La démonstration s'inspire de Kondrat'ev [5]1 , § 4.

@]
o)

- - . m -
résultat n'est pas trivial car, quoique V € > O EA s'injecte dans E

3

Il reste & faire 1'étude, pour chaque j € {1,...,N}, du probléme modéle
avec second membre polyndmial sur le secteur . gqui coincide avec §  au voisinage

de Sj. Le second membre appartient & Qm, ol Qm = {(fllF g) € ¢[Xfﬂ3/dof

£, ,a%f < m-2,
2 2

1

o
d’g < m-1} . On cherche la solution dans

m - \ 3 © < =
P, {w wyp) €ClX, ¥/ aw, < m | BQj

dop <m-11}

m m . . . . m . . .
P et Q sont de méme dimension et 5} envoie P, dans Qm . Mais la codimension de
J *
1'image est 1 : (0,0,1) n'est pas atteint. On construit alors Wj le plus régulier
*
possible, vérifiant 1les conditions aux bords et tel que JBWj = (0,0,1). On obtient

une expression de la forme

* 2 2
Wj——ﬂg+ ﬂ{lOgr+ 7@6 + ’Ilé'(Log r)” + ‘Zt{lGLogr+ 1()56

ou les 11L sont de la forme ak(x - Xj) + bk(y - Yj) avec (Xj,Yj) les coordonnées

de Sj. Les 1Uk pour k = 1,...,5 ne sont pas tous nuls.

* 1 1 2 L s
wj = ijj appartient a HO X Ho XL~ et pas a Dm(Q). On a le théoréme
de décomposition de "la" solution variationnelle 4 du probléme de Stokes avec

second membre (fl,f2,g) € Em, tel que j g=0
Q

Théoréme 6

N
U = /ﬁlo+ % (> AL U, v 2 My Vyp +a(s )W,

s jT 37T 7 T 3T
31T€9'jnc_(m+1)lo TEan

T # -1
ol 4&) € Dm(Q)



Exemple : Si § est un rectangle, A = 4% +

N ~Mm2Z

S.)W, our m = 1.
g(JJp

j=1

Remarque : On retrouve le résultat de Grisvard [2] pour g = 0, car, dans ce cas,

les singularités wj n'apparaisent pas .
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