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Conférence n°® 2

HYPOELLIPTICITE MAXIMALE POUR DES

OPERATEURS POLYNOMES DE CHAMPS DE VECTEURS

par B. HELFFER et J. NOURRIGAT

On considére, dans une variété réelle M, un systéme Xl,...,Xp de champs de
(e}
vecteurs réels, C , vérifiant la condition de H8rmander, & l'ordre r = 1.

On considére un opérateur différentiel P dans M de la forme

E o
P = a X
o

lal<m
oll, pour toute suite finie o = (al,...,ak) d'entiers compris entre 1 et p on pose
O .. . o -
X = Xu ... X et |la|l = k. Les coefficients a, sont des fonctions C sur M a

valeurs %omplexes%
On dit que P est hypoelliptique maximal dans un ouvert § de M si, pour
tout compact K < , il existe CK > O tel que 1l'on ait
o 2 2 2 0o
EZ::ZIIX ull 9 < c_[lipull + llull ] Vu € CO(K)

lal <m L () K () 2@

On sait, d'aprés une inégalité de Rothschild-Stein et un critére d'hypoellipticité
de Tréves et Unterberger, que cette propriété implique bien l'hypoellipticité de P.
On va définir, en chaque point X de M, un ensemble d'opérateurs différen-
tiels & coefficients polynomiaux. Quand l'entier r est < 2, l'injectivité de ces
opérateurs est équivalente & 1l'hypoellipticité maximale de P dans un voisinage de X -

Soit é} l'algébre de Lie nilpotente libre, & p générateurs Y p",Yp, de

1
rang de nilpotence r. Soit A l'unique application linéaire de €7 dans 1l'espace des

champs de vecteurs réels sur M, telle que

AY) = X. et AY.) =X si |1l <«
3 Jj I I

Si I = (il""'ik)' on note XI = ad X. ...adX. X, et |Il =k . Notons que X\

1 -1 %

n'est pas un homomorphisme d'algébre de Lie, 1'égalité A(YI) = XI n'étant valable

que si |I|] < r.



%
Définition : Pour tout X, € M, soit Fx 1l'ensemble des formes linéaires £ EI%}
o

telles qu'il existe une suite (x , & ) dans T*M et une suite (t ) de réels
n’ n'n€N nn€EN

> O telles que

X = X L|E|l »+2o, £t -5 0
n o n n

I
et, pour tout |I| < r, 2(Y_) = lim tI | X (x_, £).
I I n n

n- o

sk

Pour tout & € %,désignons par WQ la représentation unitaire irréductible
du groupe exp 94 correspondant & l'orbite de % dans la représentation coadjointe
de exp %.

On démontre le

Théordme : Si l'entier r est < 2, pour tout x € M, les deux propriétés suivantes
Laeoreme p o

sont équivalentes

i) I1 existe un voisinage de X dans lequel P est hypoelliptique maximal.
ii) Pour tout £ € Fx _ {o}, 1'opérateur différentiel
o
' o O
m
> ay(x )Ty (¥)
lal = m

oo
est injectif dans 1'espace -8ﬁ des vecteurs C de la représentation T .

L L

Remarque 1 : Si 1l'on désigne par 2k (%) le rang de la forme bilinéaire X,Y - 2(x,v]D
J'A
sur 3 X? , alors ’jﬂ peut s'identifier a ’-Y(Rk( )), et TTQ (Yj) est un opéra-
2 .
2 -
teur différentiel dans Rk( ) que l'on peut expliciter.

Remarque 2 : On peut conjecturerque 1l'énoncé du théoréme est peut &tre valable

sans restriction sur l'entier r.

La démonstration utilise les techniques développées dans nos articles

précédents [ 1],[ 2] et les techniques de microlocalisation de L. H&rmander [ 3 ]
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