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Conférence n 16

PROPAGATION DES SINGULARITES POUR DES OPERATEURS
PSEUDODIFFERENTIELS A CARACTERISTIQUES DOUBLES

par A. GRIGIS

n001. Soit X une variété <3 de dimension n, et a) = Z d§ . A dx . la
0=1 ° °

2-forme canonique sur T^X. On considère une sous-variété conique 2 de
T-̂ -X vérifiant

( ! • ! ) w\ est de rang constant (on supposera ce rang non2-j
maximum pour éviter un cas trivial)

( 1 . 2 ) le champ radial n'est orthogonal pour UD a TZen aucun point
de S.

Proposition 1 : La variété 2 admet un feuilletage canonique. L'espace
tangent a une feuille r est T2 n TS^^ , il est transverse au champ radial •

En effet T£ Fl TŜ  est le radical de o)| s-, qui est une 2-forme
Lt

fermée.
On considère maintenant un opérateur pseudodifférentiel classique

P elliptique en dehors de 2 et dont le symbole principal p (supposé
réel positif) s'annule exactement a l'ordre 2 sur S.

On impose de plus une condition sur le terme d'ordre m-1 de P,
condition qui s'exprime ainsi de manière invariante :

( 1 . 3 ) ^^ + S7i. = 0 sur S~ J

(on a noté I^(P) le symbole sous-principal de P et X . les réels positifs
^ J

tels que ̂  iX. soient les valeurs propres non nulles de la matrice hamilto-j
nienne de p comptées avec leur multiplicité).

On sait d'après [ 3 j , [ 4 j , [ 6 ] que P n'est pas hypoelliptique avec
perte d'une dérivée (il faudrait I ^ ( P ) + 2 X . > 0 ) .



Théorème : Soit P vérifiant les hypothèses ci-dessus.Si u € J & ' ( X )
Pu (: ( ^ ( X ) et si P 6 WF(u) alors r c: W F ( u ) , où r désigne la feuille ca-
nonique passant par p .

On dit que P propage les singularités sur les feuilles canoniques.

Dans le cas où la variété E est involutive, le résultat est du
a J. SjHstrand L 9 ] . Notre démonstration consiste a se ramener à ce cas.
La condition ( 1 . 3 ) est dite "condition de Lévi". Si elle n'est pas
vérifiée, alors on a des phénomènes de propagation le long de courtes tracées
sur les feuilles caractéristiques, semblables à ceux étudiés par R. Lascar
[7j et L. Boulet de Monvel [ . 2 ' ] .

2. Modèle microlocal

On travaille microlocalement et à l 'a ide d'un opérateur intégral

de Fourier elliptique, on se ramène au modèle suivant : P + perturbation P'.
On pose

n-d' n -d f -rP1 f\^
Y = By = iÇ.0 d x E^,.

X = »"= R f x Yx t

(2 .1) P = ï———— a (y,D ) Z Z * + Z b ( y , D JD"
l^j,j'^d' JJ y 3 3 |a|=2 y y

d"afc IN
ou .

^ = "tj + ^ 'V1 J-l-.-d.

et a . . ^ et Tb sont des symboles homogènes (qu 'on supposera de degré -1)
ne dépendant que de (y^y" ,^) .

La matrice a . . , est hermitienne définie positive ses valeurs
i i — l

propres sont les invariants À . l ï i 1 ! ' " , et la matrice (b ) est réelle définie
J c^

positive-

La variété caractéristique 2 : t = T = T]" = 0 vérif ie (1,1) et (1,2)
et P vérifie la condition de Lévi.

La perturbation P' , inévitable,est un opérateur pseudodifférentiel

classique de degré 1 dont le symbole principal s annule a l 'ordre 3 sur Z
et le terme suivant à l 'ordre 1 (si bien que la condition de Lévi n 'est pas
per turbée^)



Dans la suite» on étudie 1' opérateur P = P + P '» et on montre
qu ' i l propage les singularités "en y" î f .

^* Hypoellipticité fine

L'opérateur P n'est pas hypoelliptique avec perte d 'une dérivée*

Pourtant on va d 'abord montrer de 1Thypoellipticité dans des voisinages

quasihomogènes.
Considérons 1' opérateur

(3.1) A = A ( t , D ) = > ^-..^t^ ^-i^t-i* - i t .» )
t l ^ j , j ' ^d ' 00 ° 3 ° t3

où a . . , est une matrice hermitienne définie positive.
J J

C'est un opérateur autoadjoint sur -0(R ) qui a pour valeurs

propres ^ 2 oc. X . (a. entiers ^ 0, À . valeurs propres de ( a . . , ) ) *
- ^ - | O J 3 3 33

L^ opérateur A n'est pas inversible (0 est valeur propre.') mais si t) est

> 0, l 'opérateur A + b est inversible.

Posons maintenant

(3 .2 ) P^ = S ^j^y^'X1^ i t^h ' IXD^, - i t j , h ' | ) + S ^(y^*)^

Considérant P comme un opérateur sur ^5(R ) dépendant des paramètres
0 F T

( y î T I ' î ï l " ) on voit que P est inversible si T)'1 ̂  0 •

D'autre part si on pose À- :'3(R ) - ^ 0 ( R ) défini par

( 2 ) f ) ( t ) = ^^(X172!)
A.

on a

(3<4) ^(y,X,|.,xV2^)0^= ^^(y^.TI") x > T' h^ l l > l

•̂t

Utilisant un inverse de P on peut construire une paramétrixe de P dans tout

ouvert quasi homogène du type

v n [IrrI^ ^ITI ' I } s > o

où V est un ouvert conique dans T"^X (la quasi homogénéité est liée aux
1/2

dilatations (t,y; T, rt',^") ^ (t, y;XT ,7^ ,X / "T]").



4. Réduction au cas involutif

On utilise une méthode due à Gruéin et utilisée dans [8j et [5j

L'opérateur A (3.1) n'est pas inversible, son noyau et son
.conoyau sont de dimension un, engendrés tous deux par la fonction :

(4.1) h^(t) -.d1/4 e-^2^!2 - ^ t2 ) .
J=l 3

On définit les opérateurs

F"" : z é C - z h (t) S ^(R*11)
(4.2)

F" : f 6 ^(K*11)^ f h ( t ) f ( t ) d t € C" o

On vérifie aisément que le système

A F"'

\F- O /

Q d *est une bijection sur 0(R ) == C et admet un inverse qui s'écrit

(F - F+)\ F 0 /

avec F opérateur pseudodifférentiel de degré -2 •

Si b est une* constante de module assez petit ( |b | < i n f À . ) , le
système

( A + b F4' \

F~ 0 /

admet aussi un inverse

A F ^\ 00 • • /F^1 F0?"' \
f 4 ^ + SC-l)^ . . ,
( 4 e 3 ) IF- 0 ; 1 iF-F0 F-F^V/

L^pérateur de (C dans Œ, EC-D^F'F^F4', mesure l ' e f fe t de A + b sur
la fonction ho



5

Suivant ces considérations on envisage le système opérant
de ^(X) XC,^(Y) dans ^"(X) x^°°(Y) :

/ P H
P =

\ H* 0

ou H est l 'opérateur de Hermite (au sens de [ l j ) défini ainsi

Hf ( t , y ) = Je^'h.l'1'74^ ( t iTrI^dTl

et H* est l 'adjoint de H.

On montre que le système P admet une paramétrixe
/ E E-^l

& =
E~ E*/

dans un voisinage quasihomogène de Z : V D [|l|"|2 < e l - n ' l ) (où V est
un ouvert conique de T*X ). Le terme E4' (E~) est un opérateur de Hermite

(adjoint) , et E* est un opérateur pseudodifférentiel sur Y a caractéristi-

ques doubles sur S : T|" = 0 qui dans le voisinage où il est défini admet le
développement

E± = i^ v^v ̂|oc|^2 a y y

les °a sont q^s^omogènes au sens de [?] de degré -1.

Le point important est que î^ vérifie la condition de Lévi (c'est
a dire que le terme de degré quasihomogène -— s'annule sur 2).

£S

5. Propagation des singularités

On peut appliquer le résultat de SjOstrand à l 'opérateur E1 avec
de petites modifications car E" n'est pas classique.

Donc î^ propage les singularités "en y" ".

On en déduit le résultat pour P en considérant les identités

EP + E4' H -̂ == 1

E~P + E~ H-^ = 0

Le théorème est démontré. On peut montrer de plus que P n'est
pas hypoelliptique.
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