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Conférence n° 13

REFLEXION DES SINGULARITES ANALYTIQUES

par J. SJÔSTRAND

II s'agit essentiellement du problème de Dirichlet dans un cy-
lindre Q x B où QCB est un ouvert a frontière analytique :

(1)

.2
' ( — - A ) u e a (Qx R)

ôt"

v- ^ à Q x P t ^(ânxP)

où uê 2 > ' ( Q x P) est une distribution prolongeable. Les résultats concernant
00la propagation des singularités C sont maintenant à peu près complets

(voir [ 4 , 5 j et la bibliographie qui s'y trouve).

Dans le cas des singularités analytiques on sait d'après
Anderson L l j î SKK [7J que les singularités se propagent à l'intérieur le
long des bicaractéristiques ( " r a y o n s " ) • D'autre part, d'après Schapira
[8] on sait qu'une singularité, suivant un rayon qui rencontre le bord
transversalement, sera réfléchi dans le bord comme les singularités C°°
(Lax-Nirenberg, Chazarain)•

Pour les rayons tangents au bord il apparaît une différence
00essentielle entre les singularités C et les singularités analytiques.

FriedIander-MeIrose [2] ont étudié l'opérateur

n ̂ 2 ^2S —— - (1 + x ) ——^ dans x ^ 0 ,
2 ôx2 n ôx^ n

et ils ont trouvé que les singularités analytiques peuvent "glisser le
long du bord" bien que ceci soit impossible dans ce cas pour les

00singularités C • Géométriquement cet exemple correspond pour a au cas où
FQ est strictement convexe.

Rauch [ 6 j a montré par un argument très simple que pour le pro-
blème ( 1 ) , si par exemple u ( 0 , x ) = 0, ^((^x) = ô ( x - x ) , x € Q, alors

0 ~ 0 0
les singularités analytiques pénètrent dans l'ombre C°° par rapport à x

Pour formuler notre résultat on remplace Qx R par une variété



analytique M à bord analytique et a par un opérateur différentiel d*ordre

2 à symbole principal réel ; on suppose que P est de type principal

jusq^au bord dans le sens de L4]. Alors localement on peut se ramener au

cas :

P = D2 + R (x ,D , ) , M : x^ ^ 0,
n

où R ( x , D , ) est de type principal réel. Soit r Ç x , ^ ) le symbole principal
x

de R, r == r î x * i 0, Ç f ). On décompose : T^ôM\0 = & U Q U K où

£ : r > 0 , G : r = 0 , K : r < 0 .
0 v 0 0

Ici K correspond aux points de réflexion transversale et Q aux points

où les bicaractéristiques sont tangents au bord. Dans Q, la convexité de

F M par rapport aux bicaractéristiques se lit sur — ( x ^ O i Ç 1 ) , et en

particulier on introduit Q c: Q, par — < 0. Pour le problème (1) on a
n

G = Q si et seulement si P O est strictement convexe. C^est uniquement

dans Q qu' i l y a une différence entre les propagations C et analytique.

Soit S = K U Q U (p" ( 0 ) 1 ^ ^) avec la topologie naturelle, obtenue en
n - 1 1 .identifiant les points de 3^C U Q avec les points de p (0) | _ ^ qui se

projettent sur p . La définit ion locale suivante, se globalise facilement :

Définit ion : Un rayon analytique est une courbe continue y : 1^ E (ou

le R est un intervalle) telle que
1 i

1) Si y (t ) ^ P ^on -> o alors Y est déî^^16 en t = t et
n o ,

y ' ( t ) = H (yd ) ) . (Ici p - S + r ( x , ^ ) ) .' o p ' o n

2) Si yd ) 6 K alors -yd) € P""^0^ > 0 pour t^ to dans un voisinase de t ^ <
n

3) Si yd ) ê Q, alors avec yd) = ( x ( t ) ,C ( t ) ) on a

(jX ~\ f l P l \
—B ^ o , ô v x ^ = H (champs hamiltonien de r ) en t = t •

00 ^
(Rappelons de [5j que la définition des rayons C est la même sauf que 1 T o n

a *KU Q dans 2) au lieu de îC).

Soit maintenant u é i ï ' Î M ) , P u 6 C Z ( M ) . On définit alors

W, (u) c: (T^M\0) U (T^ôM\0) commeba



WF^(ul^) U (VF^ul^) UWF^ul^))

ou WF désigne le spectre singulier analytique. D'après le théorème de
a i -1Sato on a WF ( u j , . ) cr p (0) et d îaprès le théorème de Holmgren microlocal

de Schapira [8] on sait que WF (u) est fermé dans (T^ôM\0) IJ P" (0) avecD a
la topologie convenable.

Si

Pu 6 G(M)
(2)

u| 6 a(ôM)

on sait aussi d'après [8] que WF, ( u ) c S , . (La définition de WF. pourba b b
00les singularités C est en effet plus laborieuse ) •

Notre résultat est

Théorème : Si u vérifie (2) et p 6 WF (u ) , alors il existe un rayon
————™—————1—™— 0 Q,

analytique maximal passant par p et contenu dans WF (u ) .D a

Près de Q , où les rayons analytiques ne sont pas uniques, on
peut se demander, quelles réunions de rayons qui peuvent être porteurs
de singularités. Par exemple, si y est un rayon qui touche Q en un seul
point, est-ce que l'on peut trouver une solution de ( 2 ) avec WF ( u ) = ^7m(y)?
J'ai bon espoir de pouvoir montrer la

—IConjecture ; S i p = ( x ' , Ç ' ) ( : Q . et -y : [ -ô» ô] -» p (0) est la bicaractéris-
tique avec yCO) = ( x ' , 0 , ^ , 0 ) , alors de -yCô) t WF ( u | ^ ) et yC-ô) î. WF^(u) ̂ )
on déduit que pî WF ( u ) .D a

Pour le problème ( 1 ) avec ÇQ convexe ceci dit : pour avoir
une singularité analytique qui glisse le long âQ, il faut partout une
"émission" où une "absorbtion" de singularités analytiques vers ( d e )
l'intérieur de Q.

Quelques idées sur la démonstration
Utilisant le résultat géométrique de [5j et les résultats connus

pour la réflexion transversale et la propagation à l'intérieur, on voit
qu'il suffit de démontrer le résultat suivant :



Théorème : Soit (x^,^) 6 T^^Oun point où r =0, soit
co — n—1

u ç c (Il^î^'CK )) tel que ur ^ Q et pu sont analytiques. Si pour

e c LO,£^ , WF^(u) n [ ( x , ^ ) ê Z ^ , l ( x ' , i ' ) - ( x^ ,^ ) | ^ e2, O â x ^ e2 î = ^,

alors exptH ( x ^ , ç _ ) ^ VF (u) pour | 1 1 ^ ô e . Ici £ > 0, ô > 0 sont- * _ <-» u oa o o o

indépendants de u et même de (x^Ç^) si (x^Ç^) reste dans un compact.

Quelques idées sur la démonstration

Rappelons d'abord une démonstration de HHrmander pour la propaga-
tion des singularités C°° à l ' intérieur. Si P est un opérateur de type prin-

cipal réel (autoadjoint pour simplif ier) , on cherche des opérateurs pseudo-

différentiels autoadjoints Q convenables tels que le commutateur

-[•[PîQ] soit positif dans la région où on veut déduire que u est C00. On
contrôle en effet -Y([P ,Qju ,u) grâce à la relation

Y ( L P , Q j u , u ) = 2 An(Qu,Pu) .

En utilisant des opérateurs d 'ordre variable on peut légèrement simplifier

la démonstration au prix de perdre l ' information précise sur la régularité
H8 .

Dans le cas analytique, il semble insuffisant de prendre des

opérateurs pseudo-différentiels, il faut des "symboles" avec un comporte-

ment exponentiel, c'est-à-dire on remplace un symbole q ( x , Ç > ) par une

expression e ^ , où q essentiellement est d'ordre 1. L'opérateur Q
devient alors un 0. I. F. à phase complexe : <x-y,S> + 4-q(x ,Ç) .

Jusqu'à présent on a cependant évité de développer une machinerie
systématique des 0. I. F. de phase complexe dans le cadre analytique (dont

les phases en plus sont de mauvais signe), mais on passe plutôt par des
résolutions d'identité (voir [3j pour le cas C00);

Soit x^ € R , on écrit a == (a^a?) € Œ11 x C11 et on considère une fonction

holomorphe ^ P ( x , y , a ) définie dans un voisinage complexe conique de
[(x^.x ,x )} x R avec les propriétés suivantes :

1) Pour x = y = a o n a c P ' = - C P ' = a ^ , ( P = 0 ,

2) (? est homogène de d° 1 en a^ ,

3) localement pour x, y, a réels on a

Jm ^ (x .y îoc ) ^ C ( | x - o c [^ | y - a |2).



o 1/2 2 2
Exemple : ^(x^a) = < x - y , a , > + K a . ) 7 ( ( x - o c ) + ( y - a ) + a(x-a )(y-a ) )

^ ^ X .X X X

où a € (C, l a| < 2 .

Avec une telle phase on peut ensuite construire un symbole ana-
lytique a (3^ ordre •5- tel que dans un voisinage de (x » x ) :

J aCx^oOe^^^dcx = ô(x-y) + w(x, y)

,q)
ou w est analytique. On dit alors que TC = ît (oc ,y) = a e est une résolution

de l ' identité et on écrira

f* TC da EE 1 •J a

Si u est une distribution définie près de x 9 alors TC u est bien| | o a
définie modulo 0(e S ) pour un £ > 0 et on peut montrer (cf . la définit ion

de Bros-Iagolnitzer) ;

(x^,) ^ W^u)

-£|û(.e.|

UTI u (x ) j | „ = (^(e ) pour a dans un voisinage conique
2 L2

de (x^).

Remarque : Si p ( x , Ç ) est un symbole C et homogène alors (-localement)
il existe un opérateur pseudo-différentiel classique de symbole principal
p ( x , Ç ) tel que WF (Pu) c WF (u) . En effet on prend P = fp(a )Ti ; da , et ona a j oc
utilise des estimations assez faciles sur TC o T I .a p

Ina autre propriété intéressante est que si P est un opérateur

différentic1 alors

^[P,ïi^da= -d^ (4-0(e ç ) )

où 7T = S^x^y^o^o et S' est un symbole analytique à valeurs dans les

(2n-l)-formes en a.

Soit maintenant P un opérateur de type principal réel, soit \(/(oc)

une fonction analytique réel définie près de V où V est un voisinage d'un
point a • On suppose que H \|/ < 0, et on pose pour X ^ 1



^ I p - 'p.À\i/(oc)
^•x = 77 » e Tl , doc , ou TI = n; .

À ^ ^V a î x a^ ^x^oJ

Ici n est un petit paramètre qui dépend entre autre de la distribution u,
vérifiant Pué Q.

Alors yt-Pî^ ^da=: "" ̂  ^a À pour une famille convenable ,
^ ^ mx^oc ,Àoc.)
7T^ ^ = a ( x , y , À , o c ) e , et on trouve :

f^,\ ^ - r p n In 1 P jiX\|/(a)^ p ^^(a)-,.! r \ ^(3) ^LP,Q^Ju= ^ J^ e ^^u ^ J^e Àd^(oc) A.^^ u

Maintenant on choisit V et ^ de telle manière que la région ôVÏÏ [\ | /^0] ne

rencontre pas WF^(u ) . Alors avec p, assez petit (mais indépendant de X)
on trouve que le premier terme à droite dans (3) est CXe"^). D'autre
part on trouve que TI - définie par

Ti - doc = Ad \|/(oc) A T ? ,oc,A a • a ,À

est une famille elliptique dont le symbole principale se comporte comme

-H (\|/). Après un choix convenable de (? on construit ensuite une autre
I) (2)famille TI (avec une autre phase) telle que :

^ - ̂  ̂  - ̂ -EX)
Alors modulo des termes à décroissance exponentielle on trouve

2 ^n(Q^u,Pu) = J eW^HT^ul^da

Puisque Pu est analytique on déduit que

f e^^ ̂ 2) u^da ^ CJy " a,À "

où C est indépendante de X. On pourra ensuite déduire que
VF (u) n v n [\|/> 0} = j0 .a

Pour les problèmes aux limites on peut encore travailler avec

des résolutions de l ' identité dans les variables x ' • Avec des familles
convenables du type :



^,a ̂ ''^ = a^^x^y^x^a^îe1^^'^'*^n

où <P correspond à une résolution de l ' identité dans R11"1. On pose :

1 ^ ^(oc.x^m ^(2) ^ ^
À P- ^ oc,X,x^ oc,X,x^ x^

Avec A = A ^ ^ ^ , B = ... etc.. On trouve (supposant pour simplifier
n

que P^ = P) :

•^[PîQj = Je ^ ' C A + B D ^ +- CP)da + erreur exponentielle.
n

Pour extraire les racines carrés on travaille modulo P : posant
A = e ^A, B = e ^B, on trouve des familles :

^e^F ,Ï-.^\, iT.e^ tel,ue =

( ^ + D G^XF^+^D ) =
xn xn

= A + B D + ( A + B D ) ^ + Î ÎP+PÎ Ï^+ erreur exponentiellex xn n

Tenant compte de la condition de Dirichlet et construisant encore une
racine carré sur le bord, on finit par contrôler une expression

(̂.,0)̂  B ,̂,0)f̂ .̂  .

|̂|(? )̂u||̂ ^

En vertu du théorème de Holmgren-Schapira on peut ignorer le deuxième
terme car le premier suffit pour contrôler WF (D u C x ^ O ) ) .

a ^
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