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Conférence n°12

UNICITE DU PROBLEME DE CAUCHY POUR UNE CLASSE
D'OPERATEURS DIFFERENTIELS A CARACTERISTIQUES
DE MULTIPLICITE CONSTANTE

par C. ZUILY

On se propose de donner ici des conditions suffisantes portant sur
les symboles principal et sous-principal d'un opérateur différentiel P,
pour avoir l'unicité du probleme de Cauchy a partir d'une surface non
caractéristique. Cela généralise les résultats obtenus par W. Matsumoto

dans [3]. Les détails seront publiés ultérieurement.

Soit S une hypersurface de Ifl, x, un point de S, ® une fonction
c” telle que

S = {x: ?(x) =0}: ¢(x)=0} , d» £ O sur S.

On se donne un opérateur différentiel P d'ordre m, dans un voisinage vV, de
o
Xy tel que 2 et p&_1 (symboles principal et sous-principal) soient

a coefficients ¢’ dans Vx et les termes d'ordre < m-2 dans Lw(Vx ). On
o 0
considere les solutions classiques du probleme
Pu =0 dans Vx
() °

('a%)j“'s =0 0<j <m-1

’ . ’ ‘ ’ ’ . 3
ou g%- est la dérivée normale a la surface S supposee non caracteristique
pour P au voisinage de x_ .

Nous noterons I-I(p le hamiltonien de la fonction ?, i.e.

n
H(P = 2 'g—(‘e . —a%'
i=1 9%; 955

On a alors le :

Théoreme 1 : On suppose que 1l'opérateur P est elliptique dans Vx et que
0



Pour tout § € Iglnon paralléle a N= grad ?(x), x€ S on a

k
(H.1) pm(x,§+TN) = TW

m.
(t - Kj(x,g;N)) J, mji22 , TEC , avec
j=1

lxj(x,g,N)-xj,(x,g,N)l 2 C > 0, ¥(x,8) €V e s g g g
o

(H.2) I1 existe des entiers kl’ k 0 <k, <k, <k tels que

2’ 1 2

A

(1) pl oM L £0 wxE) eV xs" 1<y
J (o]

11 1] = \
(ii) pm_l(x,§+TN)|T:)\j = 0 et H@(pm_l)(x,s+rN)|T:K. £ 0

n-1

-Nxé)evxxs » ky+1sj<k

2
o

(iii) pé_i(x,§+-TN)|T:hj = H@(pé_i)(x,§+TN)|T:Kj = 0,

. -1
L A0, B8 EV, x 8"k +1< i<k .
j x 2

o

2
Hw(pé_l)(x,§+rN)|T:

I1 existe alors un voisinage Wx de X, tel que toute solution du probleme
° v, .

x

o

(%) s'annule identiquement dans

Théoreme 2 : Supposons que la partie principale de P soit réelle et que

(H.1) identique a celle du théoreme 1

(H.2)' Si une racine A.(x,§,N) est réelle en un point, elle est réelle pour

tout (x,%) € vV, x g1
o
(H.3)' I1 existe un entier LD Oféklzék tel que
i ' n-1 .
(i) Impm_l(x,§+rN)|T=7\.;é 0 ¥(x,§)€onxS v 1<k,
11 1 = []
(ii) pm—l(x’§+TN)|T=hj" 0 et hnH@(pm_l)(x,§+TN)|T=h.f(),
n-1 .
¥(x,8) €V x 87, ky+1< j<k.

o}

I1 existe un voisinage Wx de X tel que toute solution du probleme ()
o
s'annule identiquement dans Wx .

(o}

Exemples et remarques

1) Lorsque la partie principale p_ contient des facteurs réels (th.2) on



ne peut pas se permettre de faire 1'hypothese (iii) du théoreme 1. En
effet d'aprés L. HYrmander [1] il existe aECm(Rz) et u€ c” ,
suppu= {(x,t): t=0} et

3 2
Pu = (at + ocat+a(x,t)ax)u= 0 ; (a€C)
2) Par contre le théoreme 2 fournit 1l'unicité pour

3
P = at + aaxat+bat+cax+d

Imaf 0, aECm,b, Cy deLwo

3) Soit dans Rz 1'opérateur

_ . 6 j . k
Po = (at-lax) +aat(at-1ax)

j+k=5, k<2. Si a(x,t) # 0 il y a unicité pour 1'opérateur

_ E J .k
P = Po+ a. (x,t)atax

jrk=a K

et S={(x,t) € R%: t=0]} .

Nous allons donner les principales étapes de la preuve . Nous
nous bornerons pour simplifier aux cas (i). Par changement de coordonnées

~
on peut se ramener au cas ou

suppuc {(x,t) € R R": tzAlxlz}
en gardant les hypothéses. On commence par prouver le

Lemme 3 : ([2], .3]) Sous les conditions des théoremes 1 et 2, il

existe R > 0 tel que

kK .
(] . (J)
(Pm+Pm_1)(Xstog9T) U E-j.l(’c-?\p ) Igl
ou pour p = 1,...,k
x;3)=xp+ z ;)(xt§)|§|1'k/m sl 2R, 1sj<m ,

q=1

ou les Vv sont des symboles d'ordre zéro et

(3)



. -p! _ 1/m
V;J;(x,tii) = ( m—1|r_xpm.) P
L] | '7‘\" _~- J .
sz( p KJ) (3)
‘ou A(x,8) = a(x,—g-) .

5

Introduisons quelques notations

(3) (3) PN ED (i)
£ D, -AYx,t3D ) ouoc(A ) = A
Op = Pp T hp PO tY Uy P
On notera OPT® les op.d en x a symboles a(x,t;£) dépendant de maniere c”
de t et ayant un développement asymptotique a~3a. , a. homogene de
degré s-rj, rjEIR+ . SiI= (il"°"iq) on notera q-= IIl et

I (11) (1q)

ap = ap oo ap

I (i) (i)
Pp désignera 1'opd de symbole (T-—hp )eoo(rt -Kp 1) et si A et B sont deux
opd on notera A® B 1'opd de symbole a.b.

On a alors la

Proposition 4 : Soient Ij des permutations de {1,2,...,mj}, 1< j<k.

Alors
I I n 2 J J
P 1 p 1 o) 1 P
3. 6eec0d =P "®.®P "4+ =—= T (=———p )(x,D) +3Z, a d, 00003 © +
1 1 2i X. .o m 1°J,..J ~1
j=1 9%39%5 1 7p P
m-2 S
+ Xz bs Dt
s=0
. p p
ou la somme %, porte sur les J tels que J 1 avec T IJ | <£ZTm -1,
1 q a q 1 4 1
s P P (m —|Jq|-1)+ .
aj J € OPT , 0=2Zm -~ ZIJ I-l - Max ( g - ) » a =sup(a,0)
1°""%p 1 9 1 q 1<q<p q

et by € opr™ 2-S



.Corollaire 5

11 Ik J J m-2 s
Pm(x,D) + Pm_l(x,D) = 51 q...oak +21aJ1"‘Jk + S%}o bso Dt .

Le corollaire montre que si on a une bonne inégalité de Carleman pour

I I ‘
al£...uak on en déduira une pour Pm-t-Pm_1 et ensuite pour P. En effet

1'étape suivante consiste a prouver le résultat suivant : posons
2 To4t-T)2, ., 2
Jul [ 5 fDT pdy) 2 g

on a alors la

Proposition 6 : Soient 11,...,1k des permutations de {1,...,m1},...,{L--mk}
Il existe des constantes positives C, ko, To,ro,R telles que pour

szo, T<T_ , pour tout u€ ¢ avec suppuc {0<t=<T,|x| sro},
S“PPﬁ(gst)CiilngR}on ait

J J I I

1 k 2 C 1 k 2
JZ Z H 51 o-.-oak u“ (O'—jy.j) < 7” 310...¢ak uH (0,0)
qJ
sl l=z sn - zlo |
u J 1 J | < -13 0<4< -3lJ |-1; .

R e

k (m -IJ |-1)+
g=m=% L] |-1 - Max ( q d ).

1 ¢ 1<q<k "q

Corollaire 7 : Avec les mémes notations que dans la proposition 6

a2 < 7 ||pu 2 |
(m-2 + - 3y3) (0,0

Max m

La preuve des théoremes 1 et 2 a partir d'une telle inégalité est

classique.
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