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Conférence n° 11

DOUBLE MICROLOCALISATION ET PROBLEME DE CAUCHY
DANS LE DOMAINE COMPLEXE

par Y. LAURENT

Introduction

La notion de vecteur microcaractéristique le long d'une
variété involutive a été définie pour un opérateur microdifférentiel
(= pseudo-différentiel) par Bony (1) puis pour un systeme par
Kashiwara-Schapira [7..

Nous nous proposons de définir un faisceau d'anneaux qui
contienne les opérateurs microdifférentiels et dans lequel les
opérateurs non microcaractéristiques dans certaines directions soient
inversibles. (De maniere analogue, les opérateurs microdifférentiels
forment un faisceau d'anneaux qui contient les opérateurs différentiels
analytiques et dans lequel les opérateurs non caractéristiques dans
certaines directions sont inversibles).

Cette construction permet de donner une nouvelle définition
de la notion de vecteur non microcaractéristique pour un systeme.

Nous définirons ensuite la '"condition de Lévi" pour un systeme
et aussi une condition de Lévi imparfaite que nous nommerons '"irrégularite
de type A" (A€ [0,1[).

La condition de Lévi pour un systeme a été définie simultanément
et d'une maniére tout a fait différente (a l'aide d'une graduation)

par Teresa Monteiro-Fernandes [sl.

§ 1. Opérateurs 2-microdifférentiels

Soit X une variété analytique complexe, T¥X son fibré cotangent
et A une sous-variété involutive de T¥X.

Nous supposons que A est "maximalement dégénérée' (c'est-a-dire
que 1l'ensemble des points de A ou la 1-forme canonique s'annule est une
variété lagrangienne lisse) ou que A est réguliere. Dans ces cas on peut

. . r il ~
se ramener par une transformation canonique (L9J) a

A= {(Xy¥:24E 2T ¢)E THX/E=0 , z = 0}



Dans toute la suite, nous supposerons fixées des coordonnées
locales de X dans lesquelles A a la forme ci-dessus et nous n'envisagerons
pas ici le probleme des changements de variables (les faisceaux que nous
pouvons construire avec des coordonnées simplectiques différentes de A
‘sont isomorphes —~au moins localement- et donc les définitions de microca-

ractéricité et de condition de Lévi ne dépendront que de A)-.

Nous considérons le fibré normal TA(T*X) muni des coordonnées
(x,¥sMsC3020) (p correspond a Sé'z- et 0 a .5%).

Définition 1.1 : Soit U un ouvert de TA(T*X)~ Un opérateur 2-microdiffé-

rentiel sur U est une série formelle

P = :2 Pij (x,y,'ﬂsg 30190)

(i, jlez

ou Pij est une fonction holomorphe sur U homogene de degré i en (MsCy0)

et de degré j en (p,08) avec les majorations suivantes :
¥K compact de U, 1€ >0 ¥e>0 Jc_>o0

tels que (en posant k = i = j)

(i) ¥k<0, ¥j< 0 sup lpk+j’j| < ¢® k) 1(=4)!
K
.. . I -k .
(ii) ¥k<0, ¥j= 0 suplpk+j sl =60t el ) u/g
K 9
K -3, .
(iii) ¥kz 0, ¥j<0 supIPk+j jl <€ e CTI-5)1/k!
K 9
(iv) ¥kz 0, ¥j= 0 supIPk N C. Krd 1
Kk k!j!

Nous noterons &im le faisceau des opérateurs 2-microdifférentiels

sur TA(T*X)-
Remarque : &im peut etre également défini par voie cohomologique par
des méthodes analogues a celles de [10] pour définir les opérateurs

microdifférentiels.

Proposition i.2 : La formule suivante définit une structure de faisceau

20
d'anneaux sur EA :

Si P:ZPij et Q = ZQij on pose R=POQ = L Rij



avec

' 1 popB B
R, (xy¥:Msg3p,0) = 2 D DIDYP, .D*D"DYqQ
T ATl Ty ) FTPIYT e 1y e e

u=j+£-|a|-|yl

Soit 6; le faisceau des opérateurs microdifférentiels sur X (cf.
[10] ou ce faisceau est noté Px et ou les opérateurs sont appelés

pseudo-différentiels).

Soit 7 TA(T*X)._ﬂA la projection canonique.

Proposition 1.3 : On a une injection canonique de n—l(ailA) dans Eim .

Démonstration : Soit P un opérateur de 6; défini au voisinage de A :

Z P, (x,y,z,’é M Q)
i€ Z

ou P. est une fonction holomorphe homogéne de degré i en (§sMs¢) définie

au voisinage de A avec sur tout compact les majorations suivantes
3 cC>0 ¥e>0 3C€>0 tel que

|p.| el 1/it si i = 0 et Ip.| < ¢ i(-i)t sii<oO.
1 € 1

Pi se développe de maniere unique en série de Taylor sous la forme
P, (X’Ysz,§ M C,) = ZP (x,y,ﬂ g)z §B

On définit alors 1'image de P dans ei“

P = 2::::::: Pij(x,y,n,g,p,e) avec

i€ Z,jEN

par

Pl.(x’}'yﬂsgsp’e) = : PiaB(X’Y9Tl,I;) paGB .
J lal+lpl=j

. ’ . o N S .
Nous nous intéressons plus particulierement a certains sous-

20
faisceaux de €A :



PR . . . 2 .2,. .
1 Soit (10,30) c 4, €A(1O,Jo) est le sous-faisceau de 82wdes

A
opérateurs P = 2'Pi' tels que
(Zi,j;‘éz !

1) P.. =0 si i>i oui=i_ et j < j
ij o o 0

2) ¥i 3J(i) ¢ Ztel que pijso si j<J(i)

.2 2. . . , . s
£ = LJ sz(l,J) est le faisceau des opérateurs 2-microdifférentiels
(i jlez
.. . D plp. .
1 -~ —
d'ordre fini . Si P~.6A(1O,Jo) et si Pio.o # 0 on pose GA(P) = Pio’jo

("symbole principal" de P) .

<€> Soit A€ @ N [0,1[. &i(h;io,jo) est le sous-faisceau de 82 des opéra-

A
teurs P= ZPij tels que

1) P.. =0 si i>i
ij o
2) Pij =0 si (i-j)+Aj> (10-30) + A,
2 LJ 2 - . . . gz
8A(K) = 28A(h;1,3) est le faisceau des opérateurs 2-microdifféren-

(i,jlez
tiels de type A.

. 2 .. . 2 . . 2 . .
Si P& N (7»,10,30) et PZ 6[\(7\;10-1,30), Pg €A(7x,10,30— 1) on pose

A
o (P):P. . o
A lo,Jo

A A v s
. i = = 0. R
Remarque On a toujours dA(P) cA(P) ou dA(P) emarquons des a

présent que si P€¢ P vérifie la condition de Lévi sur A si et seule-

o xIA’
ment si GA(P) £ 0.

Si P€E8X|A , OA(P) n'est autre que dA(o(P)) au sens de [7]
tandis que GX(P) est 3A(P) au sens de [8].

Les zéros de GA(P) sont donc les directions microcaractéristiques
de P le long de A au sens de [1] et [7; tandis que les zéros de GX(P) sont

les directions fortement microcaractéristiques au sens de [8].

Nous dirons que les zéros de GK(P) dans TA(T*X) sont les directions

"microcaractéristiques de type A" de PE’&A .



Théoreme 1.4 : 1) Si U est un ouvert de TA(T*X), P une section de

&12\ sur U et si dA(P) ne s'annule pas sur U alors il existe Q€ 82 tel

A
que POQ = QOP = 10

2) Si P est une section de 8i(h) sur U et si dX(P) ne
s'annule pas sur U, il existe Q€ 8§(A) tel que PoQ =Q P=1.
o

’ ’ S . . ’
(Pour démontrer ce théoreme on utilise une norme formelle calquée sur

la norme de Boutet de Monvel-Krée).

Proposition 1.5 : Les anneaux Ei et ei(x) sont cohérents et plats sur
-1
T (8x|A)-

§ 2. Condition de Lévi pour les modules d'opérateurs microdifférentiels

Rappelons que 1'on peut considérer un systeme d'équations
différentielles (respectivement microdifférentielles) comme un module
cohérent sur 1'anneau 2 des opérateurs différentiels (respectivement €&

des opérateurs microdifférentiels) (cf.par exemple [5]).

Définition 2.1 :  Soit 7 un 8x-modu1e cohérent défini au voisinage de A\

et t: TA(T*X)___)A la projection canonique. On pose

2 2 -1,
ssA(M) = support(e,’ ® _, T "Mm)

T 8xlA

si A€ [0l N @ ssi(x)(m) = supp(ei(x) ®
T 6X|A

(Ce sont des sous-ensembles de TA(T*X)).

Remarque : SSi(m) est 1l'ensemble des vecteurs microcaractéristiques
pour /i le long de A au sens de [7] tandis que SSK (0) (/) est 1'ensemble

. ’ . . A
des vecteurs fortement microcaractéristiques au sens de [8J.

Si A=0, le systeme vérifie la condition de Lévi si et seulement

si SSi(WU = SSi(O)(WO. (cf. [11] pour les matrices carrées).



2 , s . ,
Pour Ac ]0,1[, ssA(x)(m) est 1ié a 1'irrégularité de type

Gevrey.

Signalons enfin qu'un systeme holondme de variété caractéristi-
que A est a points singuliers réguliers au sens (6, si et seulement si
ASS (0) (M) < A. On peut donc définir 1‘irregular1te d'un cx—module
holonome comme le plus petit A tel que SS (M) UR) < A. Dans le cas d'un

espace X=C€ avec A = T¥% €, on retrouve 1'irrégularité d'une équation
{o}

différentielle au sens habituel.

§ 3. Propagations des singularités

Signalons simplement que le théoreme 1.4 permet de démontrer
que les solutions microfonctions d'un systeme partiellement elliptique
(SSi(W) C A au voisinage des points réels de TA(T*X)) sont les traces de
microfonctions partiellement holomorphes, c'est-a-dire que 1'on retrouve

le résultat de Bony-Schapira [2].

$ 4. Probleme de Cauchy dans le complexe

Soit A = T§X><X, alors TA(T*XxX) 2~ T(T*¥X) donc on peut définir

Définition 4.1 : Soient N et M deux EX—modules cohérents, on dira que

6 € T(T*X) est non microcaractéristique (de type A) pour (M, M) si ¢ est

non microcaractéristique (de type A) pour / & n sur A.

Définition 4.2 : Une sous-variété Y de X sera dite non microcaractéris-

tique (de type A) pour (#, M) si pour toute f € Ox telle que f y = 0, Hf

est non microcaractéristique (de type A) pour (M,7L).

Définition 4.3 : Soit Yc X une sous-variéteé

eMY) - (pe > pj(x,é) € ey / iy Pilx,8)

j€Z

s'annule a l'ordpe[ ] sur (T*X) X Y} .

.(0,Y)
bX
rentiels d'ordre fini.

Si A=0, n'est autre que le faisceau ¢, des opérateurs microdiffé-

X



Théoreme 4.4 : Soient N et N deux 2&—modu1es cohérents, Y une sous-
variété de X. On suppose Y non microcaractéristique (de type

A e L0,10N @) pour M, M) au voisinage de (T§X)XY\B Alors on a des
isomorphismes :

1) 6xt:]9x(/'/l, R, 2 exty tny, MY sioj=z 0

%

2) extd o, WY extd ag, M) siogeo

% 2y

dans le cas non microcaractéristique de type A.

On a posé : W = Q; ®m"L et ’PLO\’Y) = 9)((7\’” &z n

(donc "n,(o’Y) =N).

MY désigne le module induit par 7 sur Y ([10i[7]) . Ce théoreme
signifie que le probléme de Cauchy est bien posé pour les couples (m,4b°)

ou (7, ?‘LO\’Y))-

En fait on a un théoreme pour les €,-modules :

X
Soient p : (T*X) Xy Y T*Y
et d = dimX-dimY.

T T*XXXY —_— T¥*X

Théoreme 4.5 : Soient N et M deux 6x—module cohérents définis au

voisinage de T*X><XY'dans T*X (Y sous-variété de X). Si Y est non

microcaractéristique (de type A) on a des isomorphismes :

e v M) [dl

) '
Y-X ¢
Y

©
6y, ~ 173 <]
(ny, ) =L R¥om, (M,€y 1
X X p &

’&PiR}Com&
X

ou dans le cas non microcaractéristique de type A

Yol (e

~=1_ o A, Y) ”

x “x

avec 'n? = éw ®, 7" et 75K’Y) = 6(K& )®, 7£ .
X ¢ X &
X X
Ce théoreme est démontré dans le cas d'ordre infini par

Kashiwara-Schapira [7]. Dans le cas A= 0, Teresa Monteiro-Fernandes a



adapté la démonstration de Kashiwara-Schapira.

Notre démonstration est entierement différente, elle repose sur
des manipulations algébriques a partir de la définition 2.1. On utilise
notamment la platitude de Si sur n-i(ﬁx!A) et un théoreme de compatibilité

2

entre la dualité et la restriction des systemes d'équations dans 6A

(le

théoreme correspondant pour 8x est démontré dans [10]).

Suivant [7], on peut déduire du théoreme 4.5 un théoréme sur le
probleme de Cauchy dans les fonctions holomorphes ramifiées :

Si Z est une hypersurface lisse de X et ® une équation de Z on

définit
Orl - =%Logﬁp
Lz|x3

%)

1 ® 1
Oalx =2x Log?® (= (0] 4|53

. s .
et si Y est une sous-variete de X transverse a Z on pose

1(A,Y) @A, Y)
GZIX = gx Log® .
1(%,Y) . . o
64 le est le faisceau des fonctions holomorphes ramifiees autour de Z

qui s'écrivent sous la forme

Z a.(X)(q’(x))_j + b(x)Log ® (x)
jzo I
jo—j

A

ou aj(x) s'annule a 1'ordre sur Y.

Si (Z.). sont des hypersurfaces de X on définit
i“i=1,..,1

.

r

O; |X comme le conoyau de 1'application
i=1 i

r-
r-1 1

Ox » 9 0, |x
i=1 i

R D e C PELL PR PYEEEREL MY

Théoreme 1.5 : Soit Y une sous-variété de X, Z une hypersurface de Y,

(Zi)i—l r des hypersurfaces de X transverses 2 a 2 et transverses a Y,
=140

telles que Zi nNYy=2, ¥i.

Soit /7 un Qx—module cohérent tel que

a) S8/ 1 P_l(’I"’Z"Y)C U5 SR G (T*X) x (¥ = T¥Y)
s

1



b) Y est non microcaractéristique (de type A) pour / sur % X-I?X
i

pour tout i .

Alors pour tout j on a des isomorphismes

.
exty (//‘,12 oz Ix) I 8xtz A

X Y

Y,@Zl Y) I 7

et si Y est non microcaractéristique de type A ¢

r
j 13, Y) j 1.
exty @y 121 Oz |X )Iz_»:.f:xt8 (WZY,G[ZlYJ.)lz
X Y
Tr r
Y
(= o;(?)’( P O.}z |x]} sir=0)
i=1 i i=1 o

Pour j= 0, ce théoreme signifie que le probleme de Cauchy est bien posé
pour les fonctions ramifiées autour de Z a singularités essentielles et que
sous des hypotheses supplémentaires du type conditions de Lévi, si les
données sont méromorphes, la solution est ramifiée mais la partie polaire
est méromorphe. Sans la condition de Lévi la solution est dans un certain

faisceau ZOIZ()\])?) qui est un faisceau dont les traces sur Y sont dans

1
°dx
Le théoreme 1.5 a été démontré (sous des hypotheses plus fortes)

par Hamada-Leray-Wagschal [ 4] dans le cas A= 0 ou dans le cas d'ordre <.
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