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Conference n 7

PROBLEME A DERIVEE OBLIQUE ASSOCIE A DES
OPERATEURS ELLIPTIQUES SINGULIERS

par O. DEBBAJ et A. SOUISSI

On considere le probleme aux limites suivant

(Lu = f dans Q
Bu = Aulf + Y(HIF) =V sur [

- L est un opérateur du type
L= A 4 0%p 4 AQ + R

© LN ’
avec N un champ de vecteurs réels, C et transversal a Iy P un opérateur
N o] -—
différentiel du second ordre a coefficients C dans Q, Q et R deux
. © -
opérateurs différentiels du premier ordre a coefficients C dans Q et ¢

x© ~
une fonction C équivalente a la distance au bord.

- Y un champ de vecteurs réels, e sur I' et ne s'annulant pas sur‘
I'. Lorsque Y =0,1'étude de la régularité du probleme aux limites (L,7)
est classique ; voir par exemple M. S. Baouendi l2., Vidik-Grusin L6l
Dans le cas général, on va montrer, moyennant certaines hypotheses sur
(L,B), e sentiellement une hypothese d'ellipticité générale pour 1'opéra-
teur L et une hypothese d'injectivité pour un certain opérateur différentiel
attaché a chaque point du bord I', que 1'opérateur (L,B) est a indice et
d'indice nul dans des espaces convenables. Les méthodes classiques d'estima-
tions a priori ne semblent pas s'adapter pour ce genre de probleme. Aussi,
on utilisera la méthode de réduction au bord comme dans Ta¥ra .5. pour le
cas elliptique. On donnera ensuite, sur un cas particulier et avec une
hypothese supplémentaire, un résultat d'hypoellipticité jusgu'au bord pour
un probleme aux limites du type (LyB), généralisant ainsi un résultat de

Vigik-Grugin pour 1'hypoellipticité a 1'intérieur.

Soit (! un ouvert borné de R", de bord I. On suppose que G est
une vari été a bord de classe C . On se donne une fonction ¢ de R" dans

Rde classe ¢ vérifiant O = {x/®(x)> 0}, I = {x/9(x) =0} et grad ¢ £ 0.



[\V]

On introduit 1'hypothese d'ellipticité générale suivante

on suppose qu'il existe un secteur fermé, L = {p ele/ pz0, boSU =S 61‘}
de € tel que 1'on ait

() ¥xe Q, ¥(E,A) € (R"xZ) - {0} on a 02(L)(x,86) +A £ O ,

cz(L)(x,E) étant le symbole principal de 1'opérateur L.

¥x€ I , ¥s ¢ T;:(I’) et ¥A € ¥ on pose

. 2
LO(A)(x,t,é,Dt) =D

e it Ql(x,‘fa)Dt +t2P2(x,§) +R1(x,§) + A

ou P2, Q1 et R1 désignent les parties principales respectivement de
P, Q et R.

(H,) ¥ xET et ¥(5,7,A) € (T*(I) x Rx %) - {0} on a P(r) = 124 1, (x,8)°

+ Pz(x,g) +A £ 0. De plus P(t) admet deux racines T, (x36,M) et
T_(x,%,?») telles que pour tout (x,5,A) &l x (Ti(f') x ) - {0},
Im1:+(x,§,7\)> 0 et ImT_(x,@,?\) < 0.

(Hz.) ¥x€Tl, ¥E,\)¢ (T*};(I") x %) - {0} le probleéme
LO(?\')(X,t’g’Dt) u(t) =0
u(O) =0

n'admet que la solution nulle dans —§(§+ ).
Soit s€ R*, on définit 1'espace WS+1(Q) par
w1l - {weL2@)/A2%uc B5(0), ¢%u € BSY2(Q)] .

D'apres M. Tougeron [6., il existe 7»0> 0 tel que pour tout A€ Z, l?»l 27\0

le probleme

f ’ f€L2(u)
o , ver¥*m)

1

{(L +A)vV
VII.
admet une solution et une seule v¢ Wl(ﬁz).

On introduit les invariants suivants : ¥x€ ', ¥&¢ T; (I') - {0}

et ¥A € Z on pose



<
|

= V(X,E) = i(T+(X9§90) - T_(X,Q,O))

o= P-(X,%,?\.) = iT+(X,§,O) - (Rl(x,g) +A)
Alors 1'hypothese (H2) est équivalente a 1'hypothese (H2)' suivante

(H,)" ¥x€f’,¥§€T;:(F)-{O} et ¥AEZ
B(x,8,A) £ -(2k-1) v(x,5) ¥k € N*

On pose ¥x€ [, ¥§ ¢ T;:(I)-{Oi et ¥Ac X

w1
r(1/2 3+-2—)

B(x,8,A) = ﬁf; 2 __T v o2 avec % < Arg v < E%L
r(/z2 k)
Théoreme : Sous les hypotheses (Ho)’ (Hl) et (H2) et la condition
(c,) ¥x€T, ¥§ eT;(r)-{o] et ¥A€Z, Re B(x,5,A) £ O

s~+l
4

On a pour tout entier positif s,1R> 0 tel que ¥f € HS(Q), ¥V€H (L)

i) ¥AE&Ztel que Al >R 1e probleme

(L + 7\.)u = f
(%) {

Bu = A“lf‘+Y(u|F) =V

admet une solution et une seule u€ Ws+1(Q). De plus nous avons l'estimation

a priori

1

S+
[ull PN At s ¢zl Al S| g N PR PR )
wtlq) 12(Q) 1S (Q) L2(Q) e L2(I)

ou C est une constante qui ne dépend que de s, R et Q.

ii) ¥ A€ & , 1'opérateur non borné (L +A,B) de ws+1

3 s+_1_ s+1 s s+¥
H°¢Q)xH 4 (') de domaine D={u € W (Q)/LucHS(Q),Bu€H ()} est a

indice et d'indice nul.

() dans

-

On va ramener 1'étude du probleme (%) a celle d'un opérateur
pseudo-différentiel sur le bord. Pour tout A€ZX et |hl assez grand, on

notera P(A)® la solution unique du probleme

{ P Q=0 , ¢ 1%/4()

De méme on notera G(A)f la solution unique du probleme

(L+A)GOA)F = ,f € L2(Q)
G(x)flr, =0
1



1
S + =

Soient £ € HS(0) et VEH 4(I'), alors on a

S+1(U) du probleme (*) la fonction

i) Pour toute solution u€ W
@:u-G(?\)flr. est solution de 1'équation T(A)E® = BP(A)?® = \l/—AG(?»)fII .

o 3/4
De plus 3 € i / (r)-. s-+§

ii) Pour toute solution ®2€H 4(I) de 1'équation précédente la fonction
u=G(AMT + P(A)® est solution du probleme (%). De plus u€ WS+1(Q)-

Ainsi on ramene 1'étude du probleme (%) a celle de 1l'opérateur
T(A) = BP(A). Cela nous amene a définir les classes des noyaux de Poisson
P(\A) associés aux opérateurs du type L. On généralise ainsi les classes de
noyaux de Poisson introduites par Boutet de Monvel {4). De maniere plus
précise, on étudie les opérateurs
P:C(R™) — 5 CT(RY)
(1) ° *

¢ Mm— PP(x,t) = (2 ﬂ)‘(“‘l)j’Rn_leix‘%;(x,t,i)@(%)dg

. (o] - —_ -
ou p est une fonction de classe & sur R" 1><]2 x R" 1 telle que

¥M,N EN, ¥aet BE I\In-l et ¥K compact de Rn-lx ii+ il existe une constante
C telle que
M N
S -lal--—+
M_N 22
sup | ¢ D, D%Dip(x,tag)lscu +lsl) © .
gc "1
(x-t)EK

So est le degré p(x,t,§).

L'intégrale (1) est prise au sens des intégrales oscillantes .

On montre que P se prolonge en un oﬁérateur linéaire continu de Hiomp(Rn_l)
S5 %7 on
H R .
dans loc ( +)

On définit cette classe de noyau de Poisson dans une variété a
bord. Elle est invariante par difféomorphisme qui conserve le bord et
1'ensemble des courbes normales au bord. P se prolonge alors en un
opérateur linéaire continu de HS+3/4(Y)-———aWS+1(5)o

On montre en utilisant certains résultats de P. Bolley, J. Camus,
B. Helffer _3J et des estimations a priori de Vigik-Grusin L7/ que notre
noyau de Poisson appartient bien a cette classe. On peut voir ce résultat
autrement : on fait un calcul explicite du symbole de P (on cherche le

symbole de P, p(x,t,%), sous la forme d'un développement asymptotique)



et on aboutit a des intégrales de type

1/2 2
[ e-1;|§l 2 2°/2v 5
L

(log )" dz

ou L est un contour de la forme : (v& € tel que Rev< 0, 6€ € et
r € N)

A

v

S~
>y

el L.

On étudie ce type d'intégrale en s'inspirant des travaux de

S. Alinhac L1.. Et on montre que P appartient a 1'une des classes précé-

dentes.
De la on déduit que T(A) est un opérateur pseudo-différentiel
o]
dont le symbole p(x,%) s'écrit sous la forme Z p.(x,%) avec pj(x,g) est
j=o

un symbole homogene de degré-%+-1. Plus précisément le symbole de T(A)

est donné dans une carte locale convenable par

iélq-B(x,g,O)i-des termes d'ordre inférieur ou égal a O.

On introduit un opérateur non borné £(A), défini de la fagon suivante

S + == S

DEA)) = leen Y (I)y/T(M)een

afe

()}

¥o€ D(L(A)), £(A)P = T(A)®P .

En utilisant la méthode d'addition de variable et en appliquant essentielle-
ment une variante du théoreme de Hbrmander concernant 1l'existence d'une
paramétrixe on obtient que L{(A) est inversible pour A::frzeib avec l?xl::*t2
(£ un entier positif) assez grand et Go <9 <8, . Et par un procédé de
perturbation, on montre que ¥A €Z, £(A) est a indice et d'indice nul. On en

déduit alors assez facilement le théoreme.

Comme application encore de cette méthode de réduction au bord
on va donner, dans un cas particulier, un résultat d'hypoellipticité
jusqu'au bord. Soit {{ un ouvert de Iﬁi borné, régulier et I' sa frontiere.

Nous considérons deux champs de vecteurs dans (i, / et X a coefficients



[ee]

réels C et tels que

1) M et X sont linéairement indépendants en tout point de (
2) M est transversal a I
3) X s'annule sur I

4) [A,X, est tangent a | et ne s'annule pas sur .

Nous considérons 1'opérateur suivant

L = A2'+X2+?\1A,X] + aX

N [ee]
ou AN€C€ et a une fonction & sur Q .

De Vi&ik-Grugin nous déduisons que si AZ% (4k+1)i, k& N nous
avons le résultat de régularité suivant :-¥s§30,¥41tW1(Q)te1 que
Luc HS(G) et Au|F € Hs+1/4(F) on a u€EWS+1(Q). En particulier (L,\) est
hypoelliptique jusqu'au bord. Ici nous proposons d'étendre ce résultat
de régularité au cas ou A est une valeur singuliere. C'es?—é—dire le cas

ou A=2% (4k + 1)iavec k< N . Pour cela, on pose

862+ 86+ 5
(26+1)2

8=-(2k +1) et C(5) =
Nous avons alors le résultat suivant :
Théoreme : Si A = }(4k+1)i, k€ Net si pour tout x€T

(c,) (ach,X) = AC(8)LA[A,X21)(x) n'est pas colinéaire a A(x)

2

on a pour tout s< 0, pour tout u€ Wl(Q) tel que Luctc HS+1/2

(§4) et

[ B o] -
Corollaire : Si ut Wl(U) tel que Lu€ < (Q) et AuIF € ¢ (T) alors u€cC ().

=

s+1/2 s+3/4

Démonstration : Soient f€H (2) et VEH (I'); et soit ué€ Wi(Q)

solution du probleme

{Lu: f dans (I

Aull =V sur I

Montrons que u€ WS+1(Q). Soit P un noyau de Poisson associé a 1l'opérateur

L. Posons v= u-P(ulP)- Alors v € Wl(Q) et v est une solution du probleme



©. — -
’ = ‘:JL‘

(2) ; Lv f mod C; Y
V|t = 0 mod C (I')

Posons encore ¢ = (u-—v)lr alors ¢ est solution de 1'équation

BP = APE| | = Y- (Av)|L mod e (1)

De (2) et d'apres un résultat de régularité de Visik-Gruéin L7. nous
s+3/2 ) $+3/4(1). Sous 1a

condition (Cz), BP admet une paramétrixe d'ordre 0. Il1 vient donc que

avons vE W . Par suite (AV)lF est dans H

¢€EHS+3/4(F). Remarquons que u vérifie
Lu=f
ulF =% mod Cé(F)
on a f€ Hs+1/2(Q) c HS(Q) et ® € Hs+3/4(F) . De nouveau d'aprés un

résultat de régularité de Vi&ik-Grudin (7] on a ue wstl

Q).
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