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MEILLEURES ESTIMATIONS ASYMPTOTIQUES DES RESTES
DE LA FONCTION SPECTRALE ET DES VALEURS
PROPRES RELATIFS AU LAPLACIEN

par PHAM THE LAI

I. Introduction

Dans ce travail, nous donnons une nouvelle estimation asympto-

tique du reste de la fonction spectrale de l'opérateur de Dirichlet

2

n

relatif au Laplacien A = - T Q—E‘ dans un domaine borné () convexe de classe
i=1 3x.

i
¢’ de If‘t)Nous en déduisons la meilleure estimation asymptotique du
reste des valeurs propres, généralisant ainsi le résultat récent de R.

Seeley [ 6] établi pour la dimension 3.

Soit e(x,y,A) la fonction spectrale et notons le reste (écrit sur

la diagonale) :

r(ysysA) = e(y,ysA) - (ZE)-nwnKn/z

ou Wn est la mesure de la boule unité de Rn.

L. HYrmander (3] a prouvé que
n-1
2
r(ysy,A) = 0 (A ) A~ o+

uniformément sur tout compact € Q , et J. Brlining (2, 1'a amélioré en

prouvant que

n-1
(1.1) r(y,ys\) = O(jyh 2 ) A=+

uniformément sur () ; dans (1.1), on a noté

5y = dist(y,30Q) ou 3Q est le bord de Q .

(e) L'hypothése de convexité n'est pas essentielle mais nous la faisons
ici pour donner des définitions simples concernant les rayons réfléchis au
g ITI.



Le résultat (1.1) est, dans un sens, le meilleur possible.

Nous montrons ici que si 1'on ajoute a r(y,y,A) un terme
oscillant (provenant de la premiere réflexion sur le bord), nous pouvons

.améliorer le reste donné par (1.1). Ce terme oscillant est

w Va

(1.2) (2n)~" —EF——————-j jn (26y~o)don
32_1 (0) ° 3-1
2

ou jll est la fonction entiere associée a la fonction de Bessel J

n
5 1 ES_]
-1 *® r
J @-® % 5 -z LUy,
n_1 L_.1 r-o rir(@+r)
2 2 2

Le résultat précis est énoncé au théoreme 4.1, §IV qui est le
résultat essentiel de ce travail. Il ne semble pas etre connu, meme
en dimension 2 ou 3 (en dimension 1, il est prouvé par J. Brillning a

partir de l'expression explicite de la fonction spectrale).

Soit N(A) = Z 1 le nombre des valeurs propres A, = A.
ALSA J
J
A 1'aide de (1.2), nous obtenons aisément
n n-1
(1.3) N(A) = (2ﬂ)—nwn|th2 +0(A %) A e .

Ce résultat généralise donc le travail de R. Seeley obtenu pour n=3 ; le
cas n=2 est donné par V. Babich - B. Levitan (1] (pour n=1, (1.3) est

bien connu).

I1 est intéressant de noter qu'a 1l'aide de (1.2), il est raisonna-
ble de conjecturer que le reste de la fonction N(A) (pour la dimension
n=2) :

n
R(A) = N(A) - (2n)_nwn|Q| A2

a un comportement asymptotique donné par la formule

n-1 n-1

r(v) = d_lsaln 2 .00 2) A= w

avec



ol

nw ® w

- -1
d =-(21)7" ~ [J, @Wat=- —=0,
n 2(n-1) jn (0) Yo 5-'1 4(2xr)
3-
(Pour n= 3, nous avons d3 = - 1én s+ ce qui confirme la conjecture de

H. Weyl). Nous utilisons la méthode des équations des ondes, inaugurée
depuis longtemps par B. Levitan [ 4, et reprise par R. Seeley [6.. Notre
travail est nettement influencé par celui de R. Seeley. Cet exposé est le

résumé de (7. (a paraitre).

Remarque : Nous pouvons aussi traiter le probleme de Neumann. Le terme

oscillant a ajouter a r(y,y,\) est le terme (1.2) changé de signe

II. Description du noyau de Hyghens

Soit EX la famille spectrale de 1l'opérateur de Dirichlet
Pour t€ R, on note H(t), 1'opérateur borné dans LZ(Q) défini par

H(t) = J‘ costyVA dE,

o

et le fonction paire H: t » H(t) est appelée la transformée cosinus de

dEK .

Si 1'on pose MT= E sgntT , 2H est la transformée de Fourier

de dM :
T
(2.1) H(t) = -;- [e “1tT g

et si 1'on pose F(t)=Y(t)H(t) (Y: fonctions d'Heaviside), alors pour
f€ D), la fonction u(t) = Y(t) H(t)f est solution du probleme de Huyghens :

( u est nulle sous t<O0

aiui-Au =0 t>0, x€Q

k "laQ =0 3 w(0)=7¢f, atu(O) =0



La fonction F: t —» F(t) est appelée la transformée de Huyghens

de dEK' I1 est clair que la transformée cosinus s'exprime par
(2.2) H(t) = F(t) + F(-t)

Nous désirons décrire les singularités du noyau F(x,t,y) de F(t), dit
noyau de Huyghens. Le noyau H(x,t,y) de H(t) sera obtenu alors en
utilisant (2.2).

I1 est clair que le premier terme de F(x,t,y) est F (x,t,y) ou

F*(x,t,y) est le noyau de F'(t), relatif a la réalisation de A, dans RrR".
La correction F-F" sera faite par 1'étude de 1l'onde réfléchie.

Définition : Soit y€(Q . Un chemin issu de y et joignant un point xc )
est dit un rayon de réflexions multiples si son trajet est décrit comme
un rayon lumineux se réfléchissant au moins une fois sur d( suivant

les lois de l'optique géométrique. Un tel rayon est dit un rayon réfléchi

s'il n'y a qu'une seule réflexion.

Soit Qo c Q le domaine d'une carte locale et Qo:znoLJFo ’ ro la
partie de dQ, adhérente a Qo- On peut supposer Qo suffisamment petit pour
que, pour tout (x,y) € Qo><Qo, il n'y a qu'un seul rayon réfléchi issu

de y et joignant x. Cela permet de définir :

s(x,y) = longueur du rayon réfléchi.
Lemme 2.1 (R. Seeley) : Il existen >0 tel que pour (x,y)E()oxgjo on
ait : parmi tous les rayons de réflexions multiples issus de y et
joignant x dont la longueur du trajet est < u 6;/2 y i1 n'y a que des rayons

réfléchis.
Ceci amene a définir pour yeqQ,

Qf = {xéno i s(x,y)snbd

/2, -y _ ¥ y
y}OQK-—QMUFK

ou FZ est la partie de 3, adhérente a Qy .

Nous avons le :



Lemme 2.2 : La fonction (en x) S(Xay) est C* dans Q? .
Le lemme 2.1 suggere, en vertu de la loi de propagation de

vitesse finie (vitesse 1 ici), de ne tenir compte, pour y¢€ Qo, dans la

différence :

F(x,t,y) - Fn(x,t,y) dans Qy X ;1—00, nd

"

(]

< =

que les rayons réfléchis.

Pour cela, on définit, pour k entier relatif, une distribution

dépendant d'un parametre s> 0, notée Pk(s;t) défini par son action sur les

fonctions test :

1 A .
(2.3) ¢ - s P(p)p Ek(s;p)dp Pc F(R)
i
Rep=a> 0
avec
3
(2.4) ES(s;p) = 27K+, 2 k-1 L (sp) Rep> 0
x_1
2

ou Ku(z) s L € R, est une fonction de Bessel, transformée de Laplace

d'une distribution a support limité a gauche :

® 2 2
K (2z) = r(-;-)j o2t -(t—'—ii——— dt Rez> 0O
s "1 rh+3)

et

(2.5) $(p) = J'ept‘P(t)dt.

Remarquons que l'intégrale dans (2.3) ne dépend pas de a> O et que
pour Kk = n, En(|x—y|;p) n'est autre que le noyau de la résolvante (An+-p2)—1

dans R" s pour Rep> O .
Nous écrivons maintenant la différence F-F" sous la forme :

(2.6) F(x,t,y) - F'( ,t,y)=an(x,-y)Pn(S(x,y);t) o Pn_2(s;t) +

-2

ceeed @ Pn-zz(sit)+...

n-24



. k s
(i) P (s(x,y)3t), définie par (2.3), est un terme de phase ;

k R ey . . . ,
P (s3;t) a des singularités décroissantes (en t) lorsque k décroit.

(ii) ak(x,y) est un terme de transport, a déterminer dans QZ .

Un calcul aisé montre que 1l'on a, pour m€ N quelconque :

(2.7) (52+ ) ( ; o Pn_zz(s’t)) = A Pn_zm(q't)
) t ¥ 8x 4o D24 ! = 0x%n-2m =
si les fonctions o, vérifient des équations de transport
Tnan =0
(2.8) _ 1 y
Tk = = Zms " Bx %ke2 dans @,
ou Tk est 1l'opérateur du ler ordre :
(2.9) T (D) = 2V s.V - (A +51
k X X X s

Nous verrons au § III qu'en imposant aux o, les conditions aux limites

k

1 =0

an(x,y) + ey

(2.10) : K
ock(x,y) =0

’ . . RN o )
nous déterminons uniquement, de maniere C , les o, dans Qi .

k

Nous allons maintenant définir globalement (en x) les termes au

1/2

second membre de (2.6) sous le temps t< ubd » sans introduire de

singularités en x.

Pour y€ Qo, notons dans QX ]-o , &6;/2':. :

. = y
K 0 si x€Q-(_2K
R (x,t,y) =

ak(x,y) Pk(s(x,y);t) si x € Qi

1/2,
[

et on vérifie, que pour toute fonction test ¥ a support dans J-o, ;céy

la fonction (en x) x &~ I Rk(x,t,y)w(t)dt est C_ dans Q-

,

Si nous choisissons.

n si n impair
(2.11) m::{
n

+1 si n pair

et en notant



~1

m
(2.12) R(xytyy) = F(xstyy) = (FP(x,t,y)+ £ R™
L=0

2L (xatay))

nous verrons que le noyau R(x,t,y), appelé noyau compensateur, a la

régularité (en x,t)

(2.13) R(x,t,y) € H:"l’“l(lo,nél/z[xn)
1 X y
avec
(2.14) vel > -‘21 .
k,h

(au second membre de (2.12), H (JO,T. x() sont des espaces de Sobolev

t,x
définis dans Lions-Magenes _5))-

ITII. Intégration des termes de transport et noyau compensateur.

1. Termes de transport

On peut toujours supposer que (xl,...,xn) est un systeme de

coordonnées orthogonales locales de Qo tel que
- - ' . ' -
Ty = {xn = £f(x') 3x "(xi""’ani)}

Pour y fixé dans Qg0 soit x le point de réflexion du rayon réfléchi issu

de y et joignant x= (x',xn). Soit (t',f(t')) les coordonnées de Xx.

I1 est clair que la correspondance (x',xn) ~ (t',s) (ou s est
la longueur du rayon réfléchi) est un difféomorphisme C~ et le systeme
y

(t',s) est un systeme de coordonnées locales pour Qy -

Soit

a(x' ,Xn)

g = det STITTET—

I1 est connu en optique géométrique (voir R. Seeley [ 6, pour n=3) que

Ay S s'écrit dans les coordonnées (t',s)



L'opérateur de transport Tk s'écrit alors dans ces coordonnées :

k-1 k-1

o, o=1/27 2 3 1/2 T3
(3.1) 7 T, o =2g s © . as(g s x)

‘Grace a (3.1), les équations de transport (2.8) (2.10) s'integrent

explicitement; nous obtenons pour a par exemple

n-1
/ 1/2 -
« - _(g(t',r)) Xy 2
g(t',s) S
our = Ii—yl- On obtient alors le
Lemme 3.1 : Il existe C> O telle que 1'on ait :
lan(x,y)-Fll < Céy
lak(x,y)l < Céy W = N=2,...,n=-2M

pour tout y¢< Qg0 x € QZ tel que s(x,y) ~ by .

2. Noyau compensateur

Le noyau compensateur défini en (2.12) est nul sous le temps t<O0 et
dans le cylindre 10, 6;/2 [xQ 5. il est solution du probleme mixte de

1'équation des ondes :

(a% + Ax)R: h

R‘BQ =0 R(x,0,y) = 0 BtR(X’Osy) =0
avec
0 si xﬁgy
h: 2
n-2m, . - AY
- DO om P (s3t) si x¢ Qu

et il est facile de vérifier que :

vy vel, 1/2
he Hy' 7 (10, 6 [ xa

33h(0,x) = 0 0= j= v-1



n-1 . . . n . .
avec Vv = —5— sin impair et §-s1 n pair .

Les résultats de régularité de Lions-Magenes (5, prouvent alors
(2.13). Nous avons besoin des estimations a priori, sur la solution R,

indépendantes de y. C'est le

Lemme 3.2 : I1 existe-%s(x<il et C > 0 telle que
n{);’
dro ‘i‘R(.’T,y)\l\)'fl, QdT < C

pour tout yEg}o .

IV. Comportemant asymptotique de la fonction spectrale et des valeurs

I!I‘ORI’GS .

En vertu de (2.2) et (2.12), nous avons, pour yég)o

m
-24
(4‘-1) H(x,t,y) = Hn(x’t,y) + E Sn 2 (x,tgy)“" S(x,t,y)
JZI:O

. 1 1/2
(t,x) € 1- »622, 63 x g
Yy y
si nous posons :
k k k
ST (xstsy) = R (Xstyy) + R (x9-t,¥)i8(xstyy) = R(Xyt,y) + R(x,-t,Y)
Soit p & 4 telle que
4= o, paire, p(1t)> 0 si |x] <1 ; p(0) =1, p(t) =0 si [t] = 1
f étant la transformée de Fourier de p .
Posons, pour €>0 :
A, t 1>
ps(t) = p(EJ y p (t)=¢ep(er)

En vertu du lemme 3.2, prenons

o
€ = o)
* Oy
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En multipliant (4.1) par 68, nous obtenons en vertu de (2.1), 1'égalité
(écrite sur la diagonale) :
m

1 ¢ 1 €, >, =1 ~24
(4.2) 5P * dm(y,y,.) = 5P 7fdmn(y,y,.) + X p&7fd (Sn 2 (Yyeay)) +
46:0

+ 5—1(36 S(ys-sy))

ou on a posé

2
n(y,yst) = e(y,y,|t] )sgnt

mn(YsYsT)= (2ﬂ)—nwnltlnsgn'r

On a
-1, .n -n nlrln-l
257 (SN (y,eay) (1) = (20) My MEL T (26 1)a (y,y)
n 9 ..4 Y n
n_,(0) 2
m

On utilise ensuite le lemme 3.1 pour étudier la somme PN figurant

: £=0

au second membre de (4-2), le lemme 3.2 et (2.14) pour majorer le dernier

terme. Alors (4.2) permet de prouver le résultat crucial

Théoreme 4.1 : Il existe 60 vérifiant O<i60 < 1, o vérifiant
-% < a < 1 et une constante C > 0 telle que :
2 -n n -n t n
|e(ysysr ) - (2n) Tw_ T +(21) “n J' g (2d_o0)do I
n o L] y
j_r_1_1(0) 2
2
_n+1 n=-3
s cle™® 1, 5T L5 2 2 (57%. 1))
y y y y

pour t=21, y€( tel que byS 60

Remarque : Lorsque la dimension n=1, (4.3) est amélioré par

5 . 1 sin 26 71 —a
le(y,y,t) "E+E_—'L| < Cs
20 y

Le théoreme (4.1) permet de prouver le
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‘ Théoreme 4.2 : Pour n=1, nous avons
n n-1
N(A) = (2n)~nuﬂJgﬂ 22 .o 2) %

L1} V. M. Babic, B. M. Levitan : The focussing problem and the asympto-
tic behaviour of the spectral function of the Laplace-Beltrami
operator. Soviet Math. Dokl. 17 (1976), p.1414-1417.

2] J. Brlining : Zur Abschdtzung der Spektral function elliptischer

Operatoren- Matho Z’ 137, (1974)’ p-75-85.

t3) L. HYrmander : The spectral function of an elliptic operator

Acta Math. 121 (1968), p.193-218.

(4] B. M. Levitan : On the asymptotic behaviour of the spectral
function of a self adjoint differential equation of second order.

Izv. Akad. Nauk. SSSR. Serie Math. 16 (1952) p.325-352.

{5, J. L. Lions, E. Magenes : Problemes aux limites non homogenes

Volo2, Dunod Editeur, Paris (1968).

[P T

L6, R. Seeley : A sharp asymptotic remainder estimate for the
eigenvalues of the Laplacian in a domain of R3 . Advances in Math.
29 (1978), p.244-269.

{7] Pham The Lai : Article a paraitre.



