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Conféerence n 1

CALCUL SYMBOLIQUE ET SINGULARITES DES SOLUTIONS
DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES NON LINEAIRES

par J. M. BONY

1. Notations et résultats

Soit 3£u3==F(x,u(x),.--,aﬁu(x),---) = 0 une équation aux
dérivées partielles non linéaire d'ordre m, ou F(x’uo""’uB"°°) est
(oo}
une fonction C de ses arguments. On supposera éventuellement que F est

quasi-linéaire, et plus précisément qu'elle peut se mettre sous la forme

F(XqUgeee) = :_—__—— :Aa(x,u,...,aBu,..)Bsp(k).aau+ Ak (x,u,..,BBu)ﬁsk

ko<l{gn1|a|=k o o

)

Dans ce cas, on note d::Max(ko,E€££E—) en faisant la convention
p(k) = =® lorsque les Aa correspondants ne dépendent que de x. On a d=m
pour une équation non quasi-linéaire, Of;df=m-% pour une équation quasi-

linéaire, et d = -* pour une équation linéaire.

Si u est une fonction réelle de classe Cp avec p> d, les
fonctions non linéaires et les produits apparaissant dans 1'expression
de F sont bien définis, et F(Xjuyeeey 4...) € Cp—d. Les espaces de
fonctions hdldériennes CF sont définis de fag¢on habituelle pour 0<p <1, la
définition s'étend aux réels non entiers de telle maniere que Pu€ c’ " pour
u€ ¢’ et P pseudo-différentiel d'ordre m, les nombres p et p-m n'appartenant
pas a Z . Dans les résultats ci-dessous, il faudra remplacer u€ c® par

u€ cP ¢ pour tout €> 0, lorsque p sera entier.
De méme, si u€ HS, 1'expression FLul est bien définie si on a

la double condition : s> n/2+-Max(ko,p(k)) et s>n/4+4d.

Si u est une solution de J.ul =0, on définit 1'équation

caractéristique
p (x,§)= = (Xyu(x) yeeey3Pu(x),...)(i8)% = 0,
al:m a.

et on définit la variété caractéristique et les bicaractéristiques de

fagon habituelle



Théoreme 1 : Soit u une solution de classe Cp de Flul = 0, p>d. Alors

en tout point (xo,éo) non caractéristique, u est microlocalement de classe

2 -2d . .
C p+m . Si u€ HS, s> n/24-Max(ko,p(k)), s>n/4+d, on a microlocalement

u€ Ht pour t<2s-n/2+m- 2d.

Théoreme 2 : Soit u une solution de classe H°, s vérifiant les conditions
ci-dessus. Supposons de plus que pm(x,g) soit de classe C2. Soit (xo’go)
appartenant a la variété caractéristique, tel que u appartienne microlo-

calement a H' en (xo,go), avec r< 2s-n/2 + m-2d-1. Alors u appartient a

i 1le long de la bicaractéristique issue de (xo,go).

Sous 1'hypothese u€ HS, on choisit p<s-n/2, voisin de s -n/2.
On a alors u€ c’ . Le gain de régularité est p + m-2d dans le théoreme 1,
quantité positive d'apres les hypotheses. Le théoreme 2 n'est intéressant
que si p+m=-2d > 1, ce qui implique seulement pm(x,§)€ C1. On n'a plus
alors nécessairement unicité des courbes intégrales du champ hamiltonien.
Toutefois, un raffinement du théoreme 2 assure qu'une singularité en
(x ,%0) se prolonge le long de 1l'une au moins des demi-bicaractéristiques

o
issues de (x ,5 ).
( o,so)

Remarque : Nous avons exposé en 1978, et résumé dans t1J, une démonstra-
tion des théoremes 1 et 2, au moins dans le cas des équations quasi-
linéaires du second ordre. Les méthodes que nous utilisions alors se
généralisent naturellement aux équations d'ordre quelconque, mais nécessi-
tent dans certains cas des hypotheses p> Po plus restrictives que la

condition. p> d ci-dessus.

Indépendamment et simultanément, B. Lascar CSJ et J. Rauch L6.

ont obtenu certains cas particuliers des théoremes 1 et 2.

2. Un nouveau calcul symbolique

Soit a(x,§&) une fonction homogene de degré m en &, de classe c” en
§ pour ££0, a support compact en x et de classe c® en x (p> 0 non entier).

Posons

T u(x) = (zn)‘“jeix'sx(%{ﬂn)s(é-n,mﬁ(n)dn



ou 4 est la transformée de Fourier de a par rapport a la premiere variable,
et ou X est égale a 1 pour |§ -'ﬂl = 51|ﬂ| et égale a O pour ls _Tﬂ > gzn,

avec 0< €1<82<1.
L'opérateur Ta applique c’ dans Cc-m, H® dans HS™™ quels que
soient o (non entier) et s. Si X1 et X2 vérifient les conditions ci-dessus,

~ la différence des deux opérateurs associés applique c® (1) dans c77™ (HST™H),

Dans un ouvert Q de Ifﬂ on note Zg la classe des fonctions du
: J n .
type am(x,§)4~am_1(x,§)+...+ am_[pi(x,é), définies dans Qx (R™\{0}), ou

-k

[e]
a est homogéne de degré m-k en &, C en &, Cp en X.

m-k

On dit que A est un opérateur paradifférentiel (proprement
supporté) dans Q, d'ordre m et de classe c® Lac Op(Zg)] si A est un
opérateur proprement supporté, et s'il existe a(x,%) € Zg(ﬂ) tel que, pour
tout compact K de Q, quelles que soient ¢1 et ¢2 dans C:(Q), égales a 1
au voisinage de K, 1'opérateur A-@szia, restreint aux distributions

3 support dans K, applique €° (resp.HS) dans c°™™P).

L'application qui a un opérateur paradifférentiel A associe son

symbole a=0(A) est bien définie et surjective .

m m m

+m
. Proposition 4 : Soient A € op(2p1) et BE op(zpz). Alors A.B € Op(Z

1 2)

et on a

oc(AB) = o(A) # o(B) = : (1/ax)a a p* p

la|+»@+ks[p _k X mZ-L

m
L'adjoint A* appartient a Op(Zpl), et on a

5(A%) = [o(A)I* = Z—_———: (1/a!) a‘;.‘ Di 3 .

a
| o] +k < (] m, -k

3. Fonctions non linéaires

' Proposition 5 : Soient a € €’ et u€ ¢’

Cp+0

a) sip>0, 0>0, on a au="T .u-+Tu.a4-r avec r€
a cP+o

b) si p>0, 0<0, p+0>0, on a au:Ta.u+r avec r €



Théoreme 6 : Soit u€ Cp, p>0 et F de classe C°° . Alors

F(u(x)) = TF,(u(x))-u(x)-br(x) avec r€ 2P

Plus généralement, on a :

F(ul(X)"'°’uN(X))::ZTBF/aui su, + r avec r€ C2p
siu. € Cp .
J

D'apres la proposition 5, on a u2552Tu.u = T2u.11(mod02p).
Une application répétée de cette proposition et du fait que (Prop.4),
Ta° Tb = Tab (mod. p-régularisants) permet de démontrer le théoreme lorsque
F est un polynome. Une estimation soigneuse des restes, et les théoremes
de Bernstein sur 1'approximation des fonctions Coo par des polynomes

permettent de conclure.

Corollaire 7 : Soit uE(f), p > Max(ko,p(k)), une solution de &lu. = O.
Cp+m—2d de

Soit P un opérateur paradifférentiel d'ordre m et de classe

symbole

o(P) = oF/%u

B(x,u(x),--)(ié)B .
B> 2d-p .

a) Si p>d, on a Pu€ ¢2P-2d

b) Si u€ H®, avec s>n/2+p et s>n/4+d, on a PuEHS"'p"2d .

Dans le cas non quasi-linéaire, on a immédiatement, pour p>m

- B. = - ~2P-2m
FLuly = ZléF/au . 0% TZBF/auﬁl(ii)B «u (mod. C ).

Dans le cas quasilinéaire, on applique dabord la proposition 5 aux

produits Aa(x,u,...) 3%y, puis le théoreme 6 aux termes Aa("°)'

4. Démonstration du théoreme 1

Soit donc (xo,éo) n'appartenant pas a la variété caractéristique,
et soit k(x,D) un opérateur pseudo-différentiel classique, d'ordre 0, dont

le symbole s'annule au voisinage de la variété caractéristique de P, et



dont le symbole principal est non nul en (xo,éo).

. € -m _ -m
Soit q 2p+m-2d tel que k=q# p, et Q€ 0p(2p+m-2d) de symbole

q- On a alors k(x,D) u= QPu+ Ru ou R est p + m-2d régularisant. On a

. 2 -2 2s - -2d- ~
gl pu) € c=P*M d (ou H®® n/2 +m-2d ®) et Ru appartient au meme espace, ce

qui prouve le théoreme.

§ 5. Démonstration du théoreme 2

C'est une conséquence immédiate du théoreme linéaire suivant.

Théoreme 8 : 501t PE Op(Z )y 0> 1, dont le symbole principal P, est

réel et de classe C Soit u€ H® tel que Pu€ H au voisinage d'un arc de
bicaractéristique. Pour r =Min(t +m-1, s +0-1), si u est de classe ¢’ en
un point de 1l'arc de bicaractéristique, u est de classe c’ au voisinage

de 1'arc entier.

-

On peut supposer m= 1, en multipliant P a gauche par un opérateur

elliptique d'ordre 1 - m.

Soit I un arc de bicaractéristique joignant (xo,go)é.(x1,§1).
Etant donnés @ voisinage conique de (xo,Eo) et () voisinage conique
de T, une premiere étape consiste a construire des fonctions kb(x,é),
0<d < 6,9 positives, C°, homogénes de degré O en §, a support dans (),

strictement positives sur T, vérifiant :

H k
In, k|

|{p1,k6}l =2 1/6 k6 hors de w.

On notera K6 = kb(x,D} Le point-clef consiste en la démonstra-
tion d'une inégalité d'énergie, voisine de celle utilisée dans _4],
de la forme suivante :

il existe une application 6 ~ypc(d) de ]0,60[ dans R, tendant vers O
avec 6, une application & ..,M(8) de ]0,60[ dans R', €> 0 et des semi-

normes I'lr se++ telles que 1l'on ait

' W
o0
(%) ¥uc€ Co’ IKéulr,S c(6)lK6Pulr-+M(6){lulr’w +]Pulr_ lulr €507 l lr-0+1}
ou, par exemple, Iulr 5 = IHulr ou H est un pseudo-différentiel d'ordre O,
9

a symbole nul hors de w. Nous ferons trois remarques :



a) Si cette inégalité est valable pour une valeur r s elle est valable
quel que soit r. Il suffit de 1'appliquer a Eu ou E est elliptique d'ordre
=T, et d'utiliser le calcul symbolique pour estimer l'action sur u des
(bi)-commutateurs.

'b) Si cette inégalité est valable, on a

u€ 0 (), ue BT e pte

On 1'applique en effet a (1-aA)_1u = u et on fait tendre o vers O,

, Pu € H'(Q) implique u€ H' au voisinage de T.

1'estimation des (bi)commutateurs montrant que le membre de droite reste

borné. Le théoreme 8 en résulte alors de fagon évidente.

c) 1I1 suffit en fait de démontrer 1'inégalité
(e3¢ ) IKéulo < c(é)IKéPu|0-+M(6){lulo,w + lul_s} .

On obtiendra en effet (%) pour r=0 en appliquant (%%) a Eou, ou E0 est
un pseudo-différentiel d'ordre O, a symbole nul hors de () et égal a 1 sur

le support de K@'

La démonstration de (x#%) est alors facile. On a

IIm(PKéu,Kéu)l < cte lKéuli

Im(P Kéu,Kﬁu) = Im(KéPu,Kéu) + Re(-i- 5LP,K6]u,u)
1 % - 1 ¥*
t TKelPyKel = 5Ky Ko+ 54+ S,

avec SiE Op(zg_l), le symbole principal de 81 étant positif, le symbole

de 82 étant nul hors de w. On en déduit

2 2 2 2 2
1/6|K6u|0-+Re(Siu,u) < CO(IK6u|0+-lKéPuloa-M(Iulo,w-rIull_é) ,
2
avec C0 indépendante de 6, et (x#) résulte alors de la forme suivante de

1'inégalité de Garding précisée.

Théoreme 9 : Soit S€ Op(Z?), 7> 0. On suppose le symbole principal
sm(x,i) z 0. I1 existe alors p> 0 tel que

Re(Su,u) = -C ¢l

m/2-1/2



X #*
En utilisant des opérateurs A SA, avec A elliptique d'ordre
convenable, on se ramene a démontrer le théoreme pour une valeur particu-

liere de m. Nous prendrons m=} avec n=1 si 1>2 et < 1t/2 sinon.

On peut montrer que S-—su x,D) applique alors 12 dans L2, et il

suffit donc de prouver que

te 2
Jul 2

Re(su(X,D)U1U) =z =C .
On conclut en adaptant la démonstration de Cordoba-Fefferman

[3,. Avec leurs notations, on a (W-IsuWu,u) > 0, et la différence entre

su(x,D) et W-lsuw se révele etre un opérateur pseudo-différentiel dont le

symbole r(x,§) vérifie (pour.1<2 )

C

» Ial“ o -
|5l i D¢ r(-,$)l|p/2_u < C,

la norme étant prise dans 1'espace Un théoreme de Coifman-Meyer

[2] assure alors que r(x,D) applique L2 dans L2, ce qui établit le résultat.
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