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PROBLEME DE CAUCHY A
CARACTERISTIQUES MULTIPLES DANS LES
CLASSES DE GEVREY

Claude WAGSCHAL

Dans cet exposé, nous nous proposons de donner quelques résultats con-
cernant le probléme de Cauchy non caractéristique pour des opérateurs dif-
férentiels linéaires a coefficients analytiques et 3 caractéristiques mul-
tiples. Ces résultats ont été obtenus par Y. Hamada, J. Leray et Cl.Wags-

chal dans [5] et ont été précisés ensuite avec J.Cl. de Paris dans [3,4] et

indépendamment par H. Komatsu [7].

Indiquons le type de théorémes auxquels conduisent ces &tudes. On
considére un opérateur a(x,D) d'ordre m 3 coefficients dans 1'anneau R{x}
des germes de fonctions analytiques 3 1l'origine de'Rp+l [1es coordonnées
d'un point x deimp+l sont notées (xj) ] et x' = (xj) . ) et on consi-

o<j<n 1<j<n
dére le probléme de Cauchy local
a(x,D)u(x) = V(X),
(0.1)

h
D u(x)lS = wh(x'), 0<h<m,

oli S désigne 1'hyperplan x® = 0, supposé non caractéristique, c'est-d-dire

(0.2) g(0; 1,0, ..., 0) # 0,

g(x,£) désignant le polyndme caractéristique de 1l'opérateur a(x,D). L'an-

neau des polynSmes 3 n+l-indéterminées 3 coefficients dans 1'anneau R{x}

étant factoriel, on peut décomposer g en facteurs irréductibles

g(x,8) = [_[ g (x,0™, (m > 1);
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chaque polyndme g est homogéne, posons
dS = degré gs(x,g),
d=2ds,
s
et considérons le polyndme réduit de degré d

go(x,8) = [T g (x,8).

Nous ferons une hypothé&se d'hyperbolicité stricte sur le polyndme

go(x,€), a savoir

Pour tout &' E'RP-{O}, 1'équation en £j, gg(0,£¢,E') =0
(0.3)
admet d racines réelles et distinctes.

Dans [5] , nous avons établi le

THEOREME O.1. Sous les hypothéses (0.2) et (0.3), si les fonctions v
. e
et (wh)0<h<m sont de classe de Gevrey a au voisinage de l'origine avec
1 < a<a =EFM], mp = Max m_, le probléme de Cauchy (0.1) admet une unique
o=

solution de classe de Gevrey a.

Ce théoréme ne nécessite aucune hypothé@se sur les termes non princi-
paux de l'opérateur. Des hypothéses supplémentaires sur la structure de
la partie non principale permettent de préciser ce théoréme, c'est-a-dire
permettent d'améliorer la classe de Gevrey limite ag. En particulier, si
1'opérateur vérifie les conditions dites de Lévi, le probléme de Cauchy
est bien posé dans toute classe de Gevrey, ainsi que dans le 63a3 plus
généralement, on peut faire des hypothéses de Lévi "partielles" ; ces
hypothéses s'expriment simplement en terme de décomposition d'opérateur

au sens de De Paris.



208

1. INDICE DE GEVREY ASSOCIE A UN OPERATEUR

On se donne un polyndme homogéne H(x,£) & n+l-indéterminées 3
coefficients dans R{x}. Si h(x,D) est un opérateur différentiel linéaire
a coefficients dans R{x} et de symbole principal H(x,£), on sait d'aprés
De Paris ([2, prop. 1]) qu'il existe, pour tout r € {0, ..., m} des entiers
v, € NU {+=} et des opérateurs différentiels linéaires lr(x,D) (zr =0
si v, = +o) 3 coefficients dans R{x} et de symbole principal non divisible

par H si v € N, tels que

m \)r
a(x,D) = ] & (x,D)h(x,D) ,
r=0 r

v )
ordre (£ _h r) =mr, siv €N
r r ’
N . vy _ .
od l'on convient que Zrh =0 si v, = e

On constate sur des exemples simples qu'un méme opérateur peut admet—
tre plusieurs décompositions de la forme précédente avec des nombres v
différents; de plus ces entiers 2 dépendent du choix de 1l'opérateur h
de symbole principal H. Remarquons cependant que v est parfaitement déter-
miné : c'est simplement la multiplicité de H dans le symbole principal de

1'opérateur a.

De Paris [2] a introduit une classe d'opérateurs, appelés bien décom-
posables, qui admettent une décomposition d'une forme particuliére. La
définition de cette classe utilise fondamentalement le résultat suivant
[2, §4] : si 1l'opérateur a(x,D) admet une décomposition particuliére
pour laquelle v > vg-r, alors ceci est encore vrai pour toute décompsi-
tion [quel que soit le choix de h(x,D) de symbole principal H(X,E)).Un
opérateur vérifiant la condition précédente est appelé par De Paris un

opérateur bien décomposable par rapport d H : ceci signifie que
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Vo
vo~—r
a(x,D) = ) 2_(x,D)h(x,D) 07F,
r=0
\)O—r
ordre (2rh ) < m-r, 0<r<vgy,

ol le symbole principal de %y n'est pas divisible par H.

Si 1'opérateur a n'est pas bien décomposable par rapport d H, on
peut "en extraire" la partie bien décomposable : il suffit d'écrire
a=ay+h

avec

a = 2 zrh"r,b= > zrh"r;
v;>vo—r vr<v0—r

1'opérateur a; est un opérateur bien décomposable d'ordre ny = m,

la multiplicité ap de H dans le symbole principal de ag étant égale 3 vg;
si n; désigne 1'ordre de 1l'opérateur b et a; la multiplicité de H dans le
symbole principal de b on a

n, = m-ry, od r; = Min{r; v, < vo-r} > 1,

o Y >

r
d'ol n; = ng-r; et a; < apg-r; et, par conséquent,

ng > n; et np=ag < nj=aj.

En répétant le raisonnement précédent, on est conduit 3 la

PROPOSITION 1.l1. Etant donné un opérateur a(x,D) et un polyndme homo-

géne H(x,E), 721 existe des entiers q €N et (np)0<p<q’ (ap)0<p<q déterminés

de fagon unique par les conditions suivantes

(1.1) ng > nj > ... gy >0

(1.2) ng=op < ... <n -o .
07%0 q q
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11 existe des opérateurs bien décomposables par rapport & H

(1.3) (aj)O<j<q d'ordre B la multiplicité de H dans le symbole

principal de a. valant o, et tels que a = g a..
j j =0 3

Nous définirons alors l'indice de Gevrey de 1'opérateur a relatif a

H par
o(H .
O(H)?-l’ siq=1,
(1.4) a(H) =
40 si q =0,
ol
ad—a
o(H) = Max ——jjll , siq=1.
1<p<q "0 "p

Note.~ Les trois propriétés "a est bien décomposable par rapport & H",

"

"q = 0" et "a = +=" sont donc équivalentes.

Remarque.- On vérifie facilement que cet indice coincide avec celui

proposé par H. Komatsu [6,7] , 3 savoir
Vv =V
o(H) = Max 0o x|
I<r<m  ©

Indiquons enfin le résultat suivant :

PROPOSITION 1.2. On suppose le polyndme H irréductible. Si a et b

sont deux opérateurs d coefficients analytiques, on a alors

a(apsb3H) = Min (a(a;H),a(b;H)).

En particulier, un produit d'opérateurs est bien décomposable par
rapport 3 H si, et seulement si, chaque opérateur est bien décomposable
par rapport 3 H; cette propriété généralise une propriété bien connue

des polyndmes hyperboliques (cf. par exemple [1, (3.11) et (3.12)])
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2. RESULTATS

Revenons au probléme de Cauchy (0.1); on peut montrer alors que
ce probléme est bien posé dans les espaces de Gevrey Gu, sil <a<ag, ol

ag = Mén a(gs).

L'analyticité des coefficients permet en fait de faire des hypothéses
d'hyperbolicité partielle, notions introduites par J. Leray [8]; rappe-
lons-les briévement.

On se donne une sous-variété linéaire T de S de codimension q rela-
tivement 3 S qui, modulo un changement de coordonnées locales, sera prise
sous la forme

T:x"=x'=...=x%= o, 1 <q<nj

nous dirons que l'opérateur a(x,D) est partiellement hyperbolique relati-

vement 4 S modulo T si, pour tout n = (nl, ...,nq) e rY-{0} 1'équation en &
(2.1) g80(038¢,Mn,0, ..., 0) = O admet d racines réelles et distinctes.
q+l n '
En posant z = (x , ., x) et en notant (L(Q;E) 1'espace des fonc-

. . P L <
tions R-analytiques définies sur un ouvert Q@ de R” et a& valeurs dans un

e.v.t. localement convexe, séparé et complet, on a le

THEOREME 2.1. On fait 1'hypothése d'hyperbolicité (2.1) et on suppose
< = Mi
1 <a<ag Min a(gs).
1. Soient 93 des voisinages ouverts de l'origine de RI (pour j = q, q+l, n-q);
on suppose que les fonctions z —> wh(-,z) et z — v(+,z) appartiennent aux

™Y 6% @Y) et A (@795 ¢*@IMy). alors, 11 ewiste un voisi-

1

espaces a(

. , , +
nage ouvert Q'n+1 de 1'origine de R™' et une unique solution u € (o™ 1)

adu probléme de Cauchy (0.1).

2. 82 q = n, la variable z disparalt et les hypothéses précédentes signi-

fient simplement v € c*(@Q") et veE Ga(Qn+l).
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3. En outre, st oy = +», c'est-d-dire si l'opérateur est bien décompo-
sable par rapport d chaque gg» On peut substituer dans les énoncés qui

précédent, 1'espace 800 aux espaces de Gevrey cC.

Lorsque q = 1, on peut apporter des précisions inté&ressantes au
théoréme 2.1; en particulier, on peut montrer 1'existence d'un domaine
d'influence partielle (cf. [5, Remarque 10.3]). Indiquons ici comment se
propage la régularité analytique. Pour simplifier, supposons w = O ; comme
dans le théoréme 2.1, on suppose que les fonctions z —»»wh(-,z) appartiennent

n-1

3 1'espace CI(Q 5 Ga(Ql)); les fonctions wh(x') sont donc analytiques par

. n <
rapport aux variables (x2, ..., x ) et de classe de Gevrey o par rapport i

1, Alors, si on note kl(x), 1 <1i<d, les d solutions de

la variable x
1'équation des caractéristiques go(x, grad kl(x)) = 0 vérifiant kl(x) g = x!,

on peut montrer que la solution du probléme de Cauchy est de la forme
d

u(x) = Z ui(ki(x),x),
i=1

ol les fonctions ui(t,x) sont des fonctions analytiques par rapport aux
variables x = (x0, ..., xn) et de classe de Gevrey o par rapport a la
variable réelle t. Chacune des fonctions x — ui(ki(x),x] est donc de
classe de Gevrey o (donc u est de classe de Gevrey a) et admet une restric-
tion analytique aux hypersurfaces analytiques ki(x) = ct. En d'autres termes,
la fonction u se décompose en une somme de fonctions, chacune d'elles admet-

tant une restriction analytique sur l'une des familles des hypersurfaces

caractéristiques issues des hyperplans de S paralléles a T.
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3. METHODES

Indiquons dans cet exposé le principe de la démonstration du
théoréme 2.1 lorsque q = n.

La proposition 1.2 permet de supposer toutes les caractéristiques de
méme multiplicité, c'est—a-dire m = mg, pour tout s : il suffit de cher-

cher la solution du probléme de Cauchy de la forme

u@) =TT g, (x,0)"Sux).
On étudie d'abord le probléme de Cauchy avec un second membre iden-
tiquement nul (v = 0), le cas général s'obtenant ensuite grace 3 la méthode
de Duhamel. En outre, on peut supposer a > 1 (le cas a = 1 relevant du

PR . . e . n
théoréme de Cauchy-Kowalevski) et les fonctions wh définies sur R et a
support compact.

On utilise alors la méthode de Cauchy de la transformation de Fourier,

qui consiste 3 chercher la solution sous la forme

3.1 u(x) = [ﬁgL(a',x>d5', E' = (B, +ees £
oﬁ’lL est solution du probléme
aG,DU (g',%) = o,

(3.2)
poll(e' 0 |g = 2m

_ . ' '
n/2 e1<x LE™> ﬁh(g')’

ﬁh désignant la transformée de Fourier de Wy .

L'opérateur a(x,D) étant & coefficients analytiques, l'existence de’LL
est assurée par le théoréme de Cauchy-Kowalevski, mais ceci ne prouve ni
1'intégrabilité de la fonction &' *91L(£',X), ni que 1'éventuelle fonction
définie par (3.1) est de classe de Gevrey o. Il s'agit essentiellement

d'étudier le comportement de‘szquand £' tend vers 1l'infini. Pour faire

cette étude, on procéde de la fagon suivante.
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On construit les hypersurfaces caractéristiques issues des hyperplans
de S : on note g%(g‘), 1 <i<d, les racines de 1'équation g3(0;£g;&"') = O
et on résoud les problémes de Cauchy du ler ordre
go(x, gradxki(e,x)) = 0,
ki(e,x) |s = <x',0>,

i e
gradxk (e,x)lX=o = <g;(0),6> ,

' -
oi 6 = —WETW-E st 1. On cherche alors’lL de la forme
4 My i
(3.3) UeE = ] oWk 6,%,%),
i=1

- . . i . n
ol les fonctions inconnues TL,(E',t,x) sont des fonctions de £' ER, t €R,
n+l ~ . .
x ER et oi M est un entier > O suffisamment grand.
I1 est alors aisé d'écrire des conditions suffisantes sur les fonc-
. i . . . -
tions 11, pour que (3.3) soit effectivement la solution probléme (3.2).
On utilise en particulier le lemme suivant, qui montre quel est le rdle des

opérateurs bien décomposables.

LEMME 3.1. Soit a(x,D) un opérateur d'ordre n, bien décomposable par
rapport d& H de multiplicité a. ST H(x, grad k(x)) = 0, on a, pour toute
fonetion u(t,x),

n-2
PQ(X’D)Dt u(t,x)‘t

n
a(x,Du(kx),x) = ] =k (x)’

=0
ou PQ(X,D) est un opérateur différentiel lindaire d'ordre < % et Pa(x,D)
est une équation différentielle d'ordre o le long des bicaractéristiques

tracées sur les hypersurfaces k(x) = cte.

On obtient ainsi des équations de la forme suivante (aprés avoir

e o . n
complexifié les variables x = (xo, ceey X ))
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N
DROUCE, ) = T AT G, M (e ,x) + W o,
2=1 t o
(3.4) N
BUEo - % Al e, - Wie,n = 0w, 0<h < m,
2=h+1
ol

- les données?L;; (0<h<m et 1'inconnue<l( sont des fonctions d'un
paramétre réel t décrivant un intervalle compact I de R contenant l'origine
et des variables complexes x € Cn+1; ces fonctions sont 3 valeurs dans un
espace de Banach complexe F ;

- les opérateurs A?(x,D) sont des opérateurs différentiels linéaires, &
coefficients holomorphes au voisinage de l'origine de Cn+1 a valeurs dans
un espace de Banach complexe E ;

- on se donne une application bilinéaire continue (a,u) — au de EXF
dans F, notée multiplicativement, ce qui permet de donner un sens aux équa-
tions (3.4) ;

- enfin D;jQL(t,x), pour j = O, désigne la primitive de 2L d'ordre j
par rapport & t s'annulant j fois pour t = O.

On a en outre les propriétés suivantes :
ordre (AZ)QJL , pour tout & et tout h,
(3.5) ordre O(Amo)<<m0,
X mgo

a(r) = ordre(Azlo) < %, pour 1 < 4<mg.

Note.—~ Dans ces équations, il n'apparalt plus les paramétres i et &'
ces paramétres sont en fait ''cachés'" dans les espaces E et F qui sont, dans
1'application qui est faite du théoréme abstrait ci-dessous, des espaces

de fonctions en &' (cf. [5]).
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Posons

On a alors le

THEOREME 3.2. Soit 1 < a < ag. Pour tout voisinage ouvert (? de 1'ori-

gine de cn+l’ 11 existe un voisinage ouvert C?l de l'origine de cn+l et

un nombre Lq > 0 tels que, si la longueur de 1'intervalle 1 est inférieure
a %g et siZb{ € W{(?;G“(I;F)), le probléme (3.4) posséde une unique solu-—
tion ue JC(OI;GO‘(I;F)). En outre, si ag = +», on peut substituer d l'es-

pace Ga(I;F), 1 'espace fén(I;F).
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