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SUR CERTAINS COMPLEXES D'OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

J. SJOSTRAND *

1. INTRODUCTION.

Soit P un opérateur pseudodifférentiel. Si on pouvait construire exp( -1i tP),

t€ [O,°°[ on pourrait espérer avoir une paramétrixe de la forme E=irexp(—itP)dt.
()

Cette idée a été développée en détail pour certains opérateurs dans Melin-Sj&strand

[7], voir aussi Kucherenko [5], Helffer [3], Menikoff-Sjdstrand [8] Une autre idée

basée sur division (également esquissée dans l'introduction de [7]) est de construire

une famille d'opérateurs L z€C (ou bien z£R) telle que Pnz=z1rz,fnzd3/\ﬁ=l. On aurait

J— 1
alors la paramétrixe & droite : E=J -1—n dzAdz (ou bien E=f —_— 7 dZ).
cz z R (ziio) z

Sans trop de travail supplémentaire cette deuxieéme idée permet également de traiter
certains complexes d'opérateurs pseudo différentiels et le but de cet exposé est de
décrire cette construction. Les détails paraltront sans doute ailleurs.
Malheureusement nos constructions sont seulement microlocales. Il doit &tre pos-
sible de développer un calcul global pour des distributions qui microlocalement sont

de la forme j g(a)Uadon ou Ua est une famille lisse de distributions intégrales de
k

R
boen . N N -
Fourier et g(oc) D ® ) est singulidre & 1'origine seulement. Avec un tel calcul les

constructions ci-dessous se simplifieraient probablement beaucoup et on aurait égale-

ment des résultats globaux.

2. LE RESULTAT.

Soit X une variété Cm de dimension n et soit pOGT*X\O un point fixé. Dans

la suite toutes les hypothéses et résultats seront valables seulement microlocalement
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dans un voisinage de Por La terminologie sera la méme que dans [6]

Soient P1 s ,Pd € LZI(X) des opérateurs classiques de symboles principaux P,‘ seey

pd tels que Pj(po)=0, 1€ j<d. On suppose
(2.1) dp1 yeo ,dpd,a-1_>1 yoo ,a-fid sont indépendantes.
(2.2) I1 existe des opérateurs A; Xk € Lﬁq tels que pour tous j,k :
’
[P,,P ]E %AV P (microlocalement au voisinage de P ).
J k 1 J:k v o]
On peut alors construire un complexe pseudodifférentiel :
3 Q@
1oy 2 d o
(2.3) 00— &) — D (x; /\1ccd) —...— D(x; /\dcd) — 0
tel que

d
(2.4) @152 e .ANP. ,
<3 %33

d
= e . NP, mod LI;I_
= 4

(2.6) C9k+1o4;{-=-o

(2.5) . !

Ici 8yseer®y est la base habituelle de Cd, et ej/\Pj est défini par :

e. AP (u(x)e. Aveene. )=P.(u)e.Ae. N ..rne, .
I 3 SN RS M X I

Modulo des équivalences de la forme :
? ®
\ ! ! 1.4 2 o 2 d
0 =) — D ANe®) — D (x; A ) —...
b= A L%
) \
1 ' 2
0= dx) = D Net) =5 Vx; ~2ed) —

, ou les (ﬁlk sont élliptiques, le complexe (2.3) est unique. En effet il dépend seu—

engendré par P,,..,P

(=<

1

7 . ©
lement de 1'idéal & gauche dans LC(X)/ _ K
L

]
(Voir Boutet-de Monvel [1].)

Soient I={(x,£) € T*X\0 ; pj(x,§)=o, 1¢5¢<d},

I={(x,8) €T"X\0 ; pj<x,a)=o, 1<i<a}
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Alors dimRZ'.=2n-2d , dim®L=2n—d , L est une variété involutive. On suppose

(2.7) Il existe une relation canonique, positive
~/ ~ -
¢, < T*¥XNO X T¥X\O telle que C <L x L,
diag(Z x £) © c, et telle que

. . 1/6
lIm.(xr€7Yyn)| >/C dls‘t°((x9£yy’n)ydlago (Z X Z)) /
localement sur Co’ ou C et & sont des constantes positives.

On démontre facilement que C0 est unique. La condition (2.7) est vérifiée quand

la matrice de Lévi : (%{pj,ik}) est définie positive, mais pas toujours dans le cas
semi-défini. (Voir [2].)
n ©, n
Quand Q C € est pseudoconvexe de la forme ¢(z)<0, ¢€C (€ ;R), dp£0 sur
X =08, alors le complexe 5b vérifie (2.7) sur 1l'une des composantes de sa variété
caractéristique réelle, si et seulement si il existe des constantes positives ;

C,5 telles que

(2.8)  |olz,w)| 3¢ aist((z,w),aiag(x x x))"/®
pour (z,w) €X X X dans un voisinage de diag(x x X). Ici ¢€Cm(cn X Cn) est 1'ex—-

tension de ¢ de Hormander telle que : ¢(z,z)=¢(z) et 5Z¢(z,w) , ew¢(z,w)

s'annullent & l'ordre infini sur diag(d!n X (Dn).

THEOREME. Sous les hypothéses (2.1),(2.2),(2.7) il existent des opérateurs

83, s D' At — ©' G ATTeY), 521,..,d, tels que W' ( &j) c diag((T*X\0) x
(T*X\0)) et

(2.9) ‘S’J. ij+6j+1 ‘?j+1zl , 1<3igd

(2.10) 1-81 ‘531 €I§(X;C(’)).

Donc microlocalement le complexe (2.3) est exact sauf en degré O, ol un projec—
teur sur le noyeau de /§1 est donné par un opérateur intégral de Fourier :
1—21 'S>1 Pour Sb on obtient du Théoréme un résultat local analogue (sous 1'hypo-

these (2.8)). Nos constructions sont sans doute assez proches de celles de Henkin [4].
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3. ESQUISSE DE LA CONSTRUCTION.

En utilisant seulement (2.2) et le fait que dp,l,..,dpd sont indépendantes on

peut d'abord montrer :

LEMME 3.1. Il existe une matrice elliptique

(a, ) N

-m
€ i = P t ;
J.k 15, k¢d’ 3k th (X) telle que si Qj ZA alors pour tous v,p ; tout

jk k
terme homogéne dans le développement asymptotique du symbole complet de [Qv,Qp]

stannulle & l'ordre infini sur Z.

Nous ignorons si l'on peut trouver A.

= ]
3K tels que [Qv’Qp]'_o' Cela n'a pas

beaucoup d'importance dans la suite. Néanmoins pour ne pas trop compliquer la termi-
nologie dans cet exposé, nous supposons que 1l'on peut obtenir [Qv,Qp]E(L ¥ V,Ue
Puisque le complexe ne dépend essentiellement que de 1'idéal & gauche engendré par

P1,..,P nous pouvons remplacer ces générateurs par Q1""Qd' Nous nous sommes donc

d
ramenés au cas ou m=0 et
(3.1) [Pj,Pk]EO , V¥ j,k.

@) \ d
Dans ce cas on peut prendre k:=Z ejﬁ\Pj dans (2.3). Pour Z:=(Z1,...,Zd) (3
dans un voisinage de O on pose ZZ:={(X,§) €T*XNO0 ; pj(x,g):=zj, ¥ j}.

a d
=2. = .. i =1 - .
Alors Zo E. Pour % (t1’ ’td) €e soit tQib 1 tjgcp, le champs Hamiltonien de

z tjpj et posons (aprés un choix de représentation locale de "%\ 0) :

(3.2) c,= {(eXPt%P(p)) ,eXp s%i(p));pézz, t,s €¢%,] ¢] <e,| 5] <e}

Alors CZ est une relation canonique presque analytique invariante par rapport au
poids dist.((x,g,y,n),diag(zz X ZZ)) au lieu du poids |Im(x,§,y,n)l utilisé dans
les définitions de [6]. (autrement dit : (3.2) définit seulement un développement de
Taylor en chaque point de diag(ZZ X ZZ)). Pour z=0, on obtient bien la relation
canonique de (2.7). Nous ignorons si 1l'on peut toujours faire la construction de telle
fagon que les Cz deviennent des relations canoniques positives vérifiant 1'inégalité
dans (2.7) avec I remplacée par ZZ. Pour éviter certains problémes techniques dans
cet exposé nous supposons que cela est possible. (Voir ci—dessous.)

Notons que les C, forment une famille lisse non dégénérée au sens de [7] et que
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la relation canonique associée & cette famille est la relation d'identité.

LEMME 3.2. Il existe une famille lisse et unique ;

. 612(}( X X,C!), =z e, |z <e, telle que

fnzdz/\d—zsl , (Pj-zj)nzso s nZ(P;—Ej)EO.

En effet, la premitére condition détermine le symbole principal de nz sur
diag(ZZ X ZZ) et les deux autres conditions fournissent ensuite des équations de
transport qui déterminent le symbole principal complétement. Les symboles d'ordre in-
férieur sont déterminés de la méme facon. (Quand on ne suppose pas que les C_ sont
positives et presque analytiques au sens habituel, les opérateurs 1tz pour z;éO
seront seulement des objets formels. Néanmoins on peut donner un sens comme opérateur
4 1'intégrale ci-dessus, ainsi que & toutes les intégrales dans la suite. )

Considérons maintenant le complexe (2.3) comme un opérateur nilpotent by dans
1,4 54 . . .
Q) (X;@/\ [ ). Nous considérons également nZ comme opérateur dans cet espace. Il
o

sera commode de considérer des formes différentielles u, en z de type (p,q)

dont les coefficients sont des familles lisses d'opérateurs intégraux de Fourier d4'or-
f - .

dre m : O (X;AcY) —>®'(X;@/\ch). Nous écrivons alors : uZEIIcn(XXX,C;;/\P’q).

Posons nZ:nzdz/\E € IZ(X X X,C'Z;/\d’d).

PROPOSITION 3.3. On peut trouver ng € Ii_'] (x x x,c;;/\d’dﬂ), j=1,2,.,d tels que

(3.3) Pknizzkn; , ¥ i,k

— 1= 0 0
(3.4) éznz_nz'?—‘?nz

(3_1|:J+1 =n 8 ——(—1)3(3)“‘)
zZz zZ Z

. . , .
De plus (les coefficients de) ng envoient sD(X;/\ktf:d) dans  O(x; /\k+Jd)d) pour
tout k.

Ce résultat découle d'une étude plus systématique du complexe OZ sur les
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familles lisses d'0.I.F. Au niveau des symboles principaux Sz induit un complexe

multiplicatif assez simple et on peut montrer

LEMME 3.4.  Soit v_ ex’i(x X x,c;;/\d'q) une famille lisse, q 1.

. . m~-1 d,q-1 = . .
Alors il existe u, € Ic (X % X,C;;/\ ) tel que aZuZEvz si et seulement si
qg<d et SVZEO ou bien g=d et fp(z)szO pour tout polynome p(z).

Si v_ dans le lemme vérifie aussi P.v =z v , V k,
z k z k' z

on peut choisir u, avec la méme propriété. La Proposition 3.3 résulte facilement de
. o o . .
ce lemme. Soit par exemple vz=ﬁz@_@nz’ et soit p un polynome. Puisque

(¢]

o ] . o
Pk‘? E'S’Pk pour tout k, et P % =z %, on obtient p(z)vZE p(z)nZ@-—Tp(z)nZs

k k

=P(P1 e ’Pk)n(;? - (}P(P1 PR ’Pk)nz = P(P1 se . ’Pk) (nz(y "@nz)'

Donc
vfp(z)vZEp(I’1,..,Pk)ju(z)g’- @uzsp(P1,..,Pk)(I§> -®I)=0, et grace au lemme 3.4 on

1
peut trouver nz cesscs »

d
Pour bien distinguer entre /\rﬂ2d et /\p,qc on modifie maintenant 1'écriture ;

r
ainsi entre les espaces N\ Cd nous utiliserons nNu pour désigner le produit

extérieur. Donc les e‘/\.../\ej , ,j,<...<,jr forment une base dans /\er. Dans
1 r

/\p,qu\p,ch le produit extérieur sera désigné par "/\ ", ainsi dzj1/\../\dsz

/\El_zk /\../\a;k , j1<..<jp, k1<..<kq forment une base dans /\P’q. Ces deux pro-
1 q

;
duits s'étendent aussi aux produits tensoriels ; ainsi sur @(Cd;/\p’qg)/\r) nous

pouvons définir les opérateurs D=1I e.Ai 0 =Zxdz, 2
J/\ézj

, , 5=Edz,—a——dont les
J Ozj

JAOE
J
1 ] §
images sont dans @(Cd; /\p’q®/\r+1), Q(Cd;/\pﬂ,q@/\r) et 9)(&‘1; /\p,q+1®/\r)
respectivement.

Le choix de base e dans Cd donne une identification de /\rdid avec

170098
r-s_d

son dual. Si u EASCd alors la contraction wu-” :/\rdld - /N~ € est définie comme

l'adjoint de la multiplication & gauche avec u ;
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d —>/\r¢d. Si u,veE /\1t11d alors

(3.5) Wl )EN )+ M)W ) =<u,v > T,

s AT

ou I est l'identité.
2 2
Posons a(z)=2z/2, b(z)=1n|z|". Alors

Z,
.6 Da=fze,, Db=X —_ o,
(3.6) a=Ize, PEk
Quand d 22 on obtient _
- VA _ i
(3.7) SDb=% —— e dz. -1z 93X o T ¢ D(Y YR
|z|® 9 |o|* 3K

Pour d=1 on obtient

(3.8) 5Db=n6(z1)e15'z—1,

o & est la masse de Dirac. Pour d »2 nous avons
(3.9) < Da,Db >=1, < Da,dDb >=5(1)=0,

d'ou l'on obtient les relations :
AN (S < d A
(3.10) (pa”™) (Db~ )= - (3pb~ )(Da”).

(3.11) (Da/\)(ng,_\J )= - (305, )(2a”).
(Ici le "double" produit : "/_\l " est le produit tensoriel de " 4 et "AM".)
Pour j<d-1 les fonctions & valeurs vectorielles ; (ng/'\, )j et (DbJ )(SDbi )j
sont intégrables dans un voisinage de 1l'origine. Donc pour Jj€d-2 nous avons au sens
des distributions :

(3.12) 5[ (ov" )(SDbi )j]z(SDb/‘\' )3t
Pour j=d-1 cette formule est valable en dehors de {O}. Puisque le produit de plus
que d contractions consécutives est nécessairement O, on obtient dans (E\{O} :

0= (0a” ) (00" )(SDb,‘\' )d=(5Dbi )% - (b7 ) (pa” )(SDbi )= Gogl )= (=) )
(-1)* oo ) (0a” ) = (505! ).
J )d—1]

Donc 5[(])b'l ) (DY

N s'annule en dehors de {0}. Il est facile de vérifier que

cette distribution & valeurs vectorielles est "une masse de Dirac'".

Nous pouvons maintenant donner la formule pour la paramétrixe de 3 :



188

d-1
Mo Vo ).
G.13) € - ; h(a)f(Db )(8D8, ),
(Cette intégrale a un sens microlocal, on integre ici sur un voisinage de O dans

Gd.) Ici h(j) =(- 1)j(j_1)/2 de fagon que

(3.14) n(3)=(-1)9""n(5-1), n(o)=1.

’HIJEZ ‘HZJ
Z

~
P et que P <

T -
Rappelant que z e T

Xk on voit que

a-1 .
DE= DI h(j)f(na" ) (ot )(SDb/J\ )Jni.

Gréce aux (3,10),(3,11) et le fait que @ni:(Da/\ )ng. On obtient alors

d-1 d-1
=4 N33 . J -4 \j j i
(3.15) PE =57 h(j)f(abb,\ )l -7 h(a)f(nb )Eoy, ) (-1)ew)
o o
Donc (3.4) donne
! e 1 S 3oy d G g
(3.16) B+ =37 n(3) @Gpg_ )y + 37 h(j)f(Db ) @Dy, )¢ m
0 o
Dans le dernier terme de la deuxiéme somme on utilise le fait que 5[(Db’l )(SDbi )d_1]
soit une masse de Dirac pour conclure que
def. 1 = d \d=-1= d . .o
—€+= h(d—1)f(Db ) (3D ) aZnZEIC(x xx,cc')).
7 1} i '
Il est clair que t'+(@ (X))CD(X), %+(® (X; /\kd:d))= {O} pour k> 1. Pour les

autres termes de la derniére somme on obtient

& N e IR i £ = . jj— T T
RECEBIC S SECIEOR (DR AN
=L 1[5 )i5,d
-3 (1) [Gog )75ed
Donc (3.14),(3.16) impliquent que

(3.17) S+ €+ € EJEZEI,
d
et le théoréme en résulte si l'on remarque que & sréerit k®1Ek

ou E_: D' (x; /\ka:-d) — D x; AF ).
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