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PROPAGATION ET REFLEXION DE LA PROPRIETE DE TRANSMISSION
DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER

par

A. PIRIOU

§1. - INTRODUCTION

Considérons, par exemple, la solution fondamentale A du probléme mixte intérieur
de Cauchy-Dirichlet pour 1'opérateur des ondes

n
p=p>- J p?
e L Do
3_1 Yj

. + o PP .
dans le cylindre R X Q , ol 2 est un ouvert borné régulier strictement convexe de

K :

(PA = 0
A|t=0 =0
4
DtAl oo ™ 6Yo vy € )
=0

L AlR*a0
On sait que WFA est invariant par le flot bicaractéristique brisé (par réflexions
successives sur R x aQ) de P (cf. (*1), (*%), (), (*?)) et que, pour t> 0
petit, A coincide avec la solution fondamentale directe E de P , dont les lacunes
sont bien connues : en particulier, si S est le cOne de lumiére {t=]y—y0] , t>0},
on sait que, pour t > 0 assez petit, A est ol jusqu'au bord de part et d'autre
de S lorsque n est impair, et € jusqu'au bord uniquement du c8té extérieur 2
S (en fait nulle de ce c6té) lorsque n est pair. La propagation et la réflexion de
telles propriétés de régularité jusqu'au bord ont été &tudiées par Hirschowitz et
Piriou (®). On se propose ici de généraliser les théorémes correspondants de (®) 2 des
cas plus généraux pour des opérateurs 3 caractéristiques réelles de multiplicité cons-
tante vérifiant la condition de Lévi, en utilisant les propriétés de propagation et de
réflexion de la régularité établies par Chazarain ((2), (*)) pour de tels opérateurs.

L'auteur remercie J. Chazarain et A. Hirschowitz pour 1'intert qu'ils ont porté a
ce travail.
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§2. - RAPPEL SUR LA PROPRIETE DE TRANSMISSION (cf. (7), (®))

Soient X une variété C , T:X son fibré cotangent privé de la section nulle,
A une sous-variété lagrangienne conique de ’I‘:X ; on suppose A symétrique, c'est-
a-dire invariante par la symétrie antipodale % définie par g(x,z) = (x,-¢) .

On appelle SA 1la projection de A sur le fibré S*X en sphéres cotangentes et
PA sa projection sur le fibré P*X en espaces projectifs cotangents ; les projec-
tions naturelles sont systématiquement notées = . Pour me R , Im(X,A) désigne
1'espace des distributions de Fourier dans X de degré m associées & A , classi-
ques en ce sens qu'elles sont définies par des symboles admettant des développements
asymptotiques en somme de composantes homogénes de degrés décalés d'entiers.

On note (] IR le faisceau sur SA des microfonctions correspondantes.

Appelons indice sur A une fonction w : SA -~ R/4Z antisymétrique telle que :

si ¢p (x,8) est une phase non dégénérée définissant localement A , alors
w(d) + sgn Lp'e'e(x,e) est localement constante (pour Lpé(x,e) =0,
A= (x rx,8).

Pour d € R , posons

- d+k -
ﬂA’d_kLe}ng et p= (d’w) .

On définit (cf. (%), et aussi (7) avec un décalage dans la notation d) le mor-
phisme involutif Q’p du faisceau (sur PN T, (] IWE I1 peut €tre caractérisé par
la propriété suivante : ’

si une section H de Ty gA q est représentée par une intégrale oscillante
felgp(x’e)a(x,e)de , o est une phase antisymétrique dans un cOne symétrique
de X x (]RN|0) » et o a(x,6) ~ % a.(x,6) avec a.(x,6) homogéne de degré §-j
en 6 (6§ =d+n/4-N/2) , alors lpo4 est représentée par el\P(X,e)b(x,e)dB R
ol b(x,8) § bi(x,6) et bj(x,-6) = (-1)Jeim(w(d) +sgn ‘Pee(x’e))/zaj(x,e) )

Une section A de m, ﬂA g est dite de p-transmission si zpa4=g4 ; une
distribution A € Id+k(X,A) ést dite de p-transmission si la microfonction 04 dé-
finie par A est de p-transmission ; cette définition est voisine de la définition
des inté€grales oscillantes couplées donnée par Girding (®). Rappelons quelques pro-
priétés de SLp :

(1) Soit P un opérateur différentiel dans X . Alors P!Lp = lpP .

~

(2) Soient Y une hypersurface (lisse) de X et vy 1'opérateur de restriction a
Y ; on sait que Y est un opérateur intégral de Fourier pour la relation canonique
R de TX dans TY dfinie par R ={(,\) € T'Y x TX | A e 1’;le ,u=ml},

ol T : T*XIY > TY est la projection. Supposons vérifiées les hypothéses standard
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de composition (cf. (%)) pour R o A . Alors yJLD = R,poy , O0 po = (d+ 211-, ‘*’o) et
ol W, est 1'indice sur Ro A = AO défini par la condition : wo(n)\) = w()) lors-
que A€ A|Y (on suppose que w(A) ne dépend pas du relévement ) choisi pour ).

(3) Prenons en particulier A = NS , ol S est une hypersurface (lisse) de X et
Ng son fibré conormal privé de la section nulle. Pour des coordonnées locales de X
telles que S = {xe R | X,

0} , appellons w 1la valeur de w(\) correspondant
a & >0.Enposant & =4d +n/4 - 1/2 on vérifie que les distributions de p-trans-
mission sont les distributions qui, modulo C*(X) , s'écrivent localement

f(x)Y(xn) + g(x)Dps(xn) avec f,g € C” et ueN lorsque §€Z, @+ 25§=0
f(x)xljﬁ avec feCw, u-6€2 lorsque ¢ Z, *p+ 25 =0.

I1 y a donc régularité C° jusqu'au bord de part et d'autre de S dans le premier
cas, et régularité C~ jusqu'au bord du cbté X > 0 de S dans le second cas. De
telles propriétés de transmission sont par exemple vérifi€es, du moins pour t > 0
petit, par la solution fondamentale directe d'un opérateur du type des ondes itéré 3

coefficients variables selon que la dimension d'espace est impaire ou paire.
§3. - PROPAGATION DE LA PROPRIETE DE TRANSMISSION

Soit P un opérateur differentiel dans X de degré M , @ symbole principal réel
P . On suppose que P est @ caractéristiques réelles de multiplicité constante, c'est-
a-dire que J r
p=1 p

j=1 7
ou les rj sont des enti?rs positifs et les p. des symboles réels de type principal
tels que les variétés pj (o) soient deux d deux dﬁjointes. On définit le champ
bicaractéristique Hp de p par H =H, sur P; (0) . On suppose que P vérifie
la condition de Lévi (cf. (), (%)).

THEOREME 1. - Soit A une sous-variét€ lagrangienne conique de T:X contenue dans
p_1(o) . Soit au voisinage de SA une microfonction 04 telle que Po4= 0.
Alors, pour me R,

(4) | 1'ensemble des A e A tels que 04 soit une section de ﬂ? au voisinage de

wA est invariant par Hp .

On suppose de plus A symétrique ; soit « un indice sur A . Alors, pour d€R,

(5)

1l'ensemble des X e A tels que 04 soit une section de (d,w)-transmission de

T Y),d au voisinage de mA est invariant par Hp .

Démonstration : Soient AOG A et V) un germe d'hypersurface conique de A
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transverse en 7\ a Hp . Supposons A € p (o) . Soit au v0151nage de A un

szmbole e111pt1que homogéne de degré : 1 - deore p: 5 posons q = et appelons
w - b4

le flot dt:: Hq . Soit I = ]—s,e[ tel que y : (A,s) » \ps(k) soit un difféomor-
phisme (homogéne de degré 1 en A ) de V X I sur un voisinage (conique) V de
)‘o dans A . Soit J un sous-intervalle ouvert de I, et soit W= q,(V xJ)CV.

(6) LEMME. - Soit u € ﬂA(V) Alors Pu eﬂm+M'rJ(\f) , et son symbole princi-
pal est de la forme Lo, ol o estles meole Pprincipal de u et L um

opérateur différentiel linéaire ordinaire de degré r. 1le long des bicaractéris-
tiques de P; » indépendant de u . !

Ce lemme se déduit de ('), (?) et du fait que V Cpg1 (o) .

) LEME. - Soit u e ﬂA(W) telle que Pu =0 . Alors u se prolonge d'une
facon unique en le _ﬂ 2 V) vérifiant Pi=0.

En effet, soit o, € C°°(W, 91/2 ® L) 1le symbole principal de u (co est homoge-
ne de degré m + n/4 ). Le lemme (6) montre que .fco =0 dans W ; d'aprés les
propriétés classiques des équations différentielles linéaires ordinaires, o, Se
prolonge en 3 e (v, 91/2 ® L) homogene de degré m + n/4 tel que /['§ =
dans V. 801t b, eﬂA(V) de symbole principal §_ . Ona u-1U e ﬂn”(W') et
P’t‘ioe _ﬂ (V) ou m'=m+M-r. ; soit 94 le symbole princ1pa1 de u - u0 5
on a _fo =f dans W, ou fe ot w, 91/2 ® L) est le symbole principal de -Pu
o, se prolonge en o € Cw(V, /2®L) tel que Lo1 f dans V ; on determme
ainsi de proche en proche des u € ﬂA (V) de symbole principal Gk (keN) , et
on prend U~ L d Uy - L'unicité de U résulte du théoréme de propagation de la régu-
larité (cf. (3), th. 1.1).

Le lemme (7) et un argument de connexité impliquent (4).

Pour démontrer (5), considérons A € A tel que 4 soit une section de (d,w)-
transmission de ﬂA q voisinage de A . D'aprés (4), % est wne section de
Ty ﬂ dans w(}/, 01) (l/ est un voisinage conique symétrique de la bicaractérisa-
t10n b isuue de A . Or, d'aprés (1), ona P(L 04 P =2 PO4 P.4= 0 ; puis-
que % 04 04 est nulle par hypothése au V01smage de chaque point de w\ , le
théoreme de propagation de la régularité montre que £ 04 A est nulle au voisina-
ge de chaque point de mb .

REMARQUE 1. - Le théoréme 1 se généralise immédiatement au cas ol P est pseudo-
différentiel (pour (4)) et ol P est pseudo-différentiel de transmission (pour (5)).

§4. - REFLEXION DE LA PROPRIETE DE TRANSMISSION

On reprend 1'opérateur différentiel P considéré au début du paragraphe précédent.
Soient Y ume hypersurface de X et Mo (yo,n ) un pomt de 'I” Y . On suppose que
Y est non caractérisitque pour P en Yo et que P (o) Nnm ]1:1 est non vide



176

'I*Xl > TY est la projection). On pose p_ (o) N 111 {7\1,...,7\1(} et on
suppose que H est transverse a TxX[Y en ).J G = ,...,k) . Si j' est 1l'indice
tel que )‘J pJ,(o) , on pose rJ, = sj .

Le théoréme 2 ci-dessous est, comme le théoréme 1, composé de deux parties : 1l'une
décrit la réflexion de la propriété, pour une distribution, d'étre de Fourier ; 1'au-
tre d'écrit la réflexion de la propriété de transmission. Il sera sous-entendu que
toutes les variétés lagrangiennes sont coniques pour la premiére partie, et de plus
symétriques pour la seconde.

Soit A o Un germe en u de sous-variété lagrangienne de ’I’;Y ; on appelle C
la relation bicaractérisitque de P , et R 1la relation canonique correspondant &
1'opérateur vy de restriction a Y (cf. (2)). Soit A G=1,...,k) le germe en
>‘j de Co R-1 ° A, et définissons la sous-variété 1agrang1enne A de 'I*X par
A= U AJ . Notons que Ro A =A, si W, estun indice sur Ay, On defmlt
1'1n&1(1:e w sur A par w(Q) = wo(nx) pour ) € Ay -

Soient G wn voisinage de Yo dans X , et G son intersection avec un des demi-
espaces ouverts délimités par Y dans X .

Soit A € /Y (G) prolongeable 3 G et telle que PA € Cm(') Fixons un champ v
.iéme

~

sur X transverse 3 Y , et appelons yJA Y(\)JA) la j trace de A sur
=GNY . On désigne par 04 la microfonction définie par A .

THEOREME 2. - Soit k € {0,...,k} . On suppose que WFACAlG
On suppose que 04 est une section de ﬂA au voisinage de chaque point de SAJIG

pour 1< js k , et que yjAeC(Go) pour 0« jsmy,+m'/2 -1, ol ona posé
My =Sy + eee + Sk, My =Sk41 + oo + 5, m'=M—m1-—m2.Alors

(8) |g4est une section de ﬂ ms -1 au voisinage de chaque point de S!\J |G pou
k +1€j<k.

On suppose de plus m' = 0 et que 4 est de (d,w)-transmission au voisinage de
chaque point de SAjIG pour 1< j<g k0 . Alors

9) 04 est @_ (d,w)-transmission au voisinage de chaque point de SAJ| g bou
k0 +1€j<gk.

Démonstration : On peut supposer Y = {x = (t,y)e R® | t=0 , G={t>0},
v = a_at Par hypothése, pour (t,y,n) dans un voisinage conique symétrique de
(anoyno) » On a
k

p(t,y,'[,n) = H1 (z - V (t,}’,n)) Q(t,}’,Tm) ’
j=
ol q est un polyndme en T de degré m' sans z8ro réel, et ol

(10) | 1es Vj (t,y,n) sont réels, deux d deux distincts, homogénes de degré 1 en
n.
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Prolongeons les Vj a Rx T:;Y en conservant (10). On sait (cf. (*°), (*)) qu'on
peut factoriser P en

an P = HyQH, + R

ol Hy, Hy, Q, R sont des opérateurs pseudo-différentiels de degrés my, m,, m', m
différentiels en t , H1 ayant pour symbole principal
k

o S.
‘H (T - V-('C,Ym)) J ’
J:] J
H, ayant pour symbole principal
k S.
I (t - v.(t,y,n)) J ’
j=k +1 J
Hy et H vérifiant encore la condition de Lévi, oll le reste R est de la forme
7 )
(12) R.(t,y,D )
j=o J yt?

le symbole complet de Rj étant d'ordre -~ dans un voisinage conique symétrique T
de (o, O,no) et ol Q est elliptique dans T xR .

Posons
1 ko 2 k
A=-AJ,A=_U AJ,PA=f,et
j=1 J=ko+1
(13) B = QHA .

1 =T ot T> 0 est
choisi assez petit. Par existence et unicité de la solution du probléme de Cauchy

On a donc, d'aprés (11), H,B =f - RA . Posons g. = (DjB)
J t

pour H1 (avec données initiales pour t=T) (cf. (})), ona B=B"+B", ol B'
est la solution de H1B' =0, @%B')lt:T = gj G = 0,...,m]—1) et ol B" estla
solution de H1B" =f-RA, (D%B")lt:T, =0 (j = 0,...,m1-1) . D'apgés (12) et (M)
on sait que B'" est réguliére en M, » en ce sens que a(y,Dy)B" e C lorsque le
symbole complet de a(y,Dy) est 3 support dans un voisinage conique assez petit de
(Ygony) oude (v ,-ng) -

On en déduit que la microfonction 73" définie par B" est nulle dans un voisina-
ge conique symétrique V de {Ay,...,A} , et donc que 3'€ ﬂmﬂn'mz(SA;GﬂV)
(cf. (13)).

Puisque H.B' =0 , le théoréme 1 de propagation montre qu'on peut encore décompo-

ser B en
1
(14) B=B'+B", avec B'€ mm +Inz(E,A) , B" réguliére en Yo -
Posons maintenant

(15) HA=C .
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D'aprés (13), (14) et 1'hypothése sur les traces de A (on appelle que degré
=m, ) on obtient

m=B'+B“
ijeC pour 0 <j<gm'/2-1.

Soit E une paramétrix microlocale de Q (on rappelle que Q est elliptique
dans T xR ). Posons C - (EB')lG =D ; alors

QD est régulidre en
yJ.De Im2+3+]/4(6 Ao) pour 0 gcjgm'/2-1.

D'aprés la théorie (microlocale) du projecteur de Caldéron, on en déduit que la
microfonction définie par y.D , et donc aussi la microfonction définie par Y.C
est, pour tout j € N , une section de ﬂm2+j+1/4 au voisinage de ™, - El?l cal-
culant de proche en proche les traces de A & 1'aide de 1'équation (15) (on rappelle

que YJ.A ecC pour 0L j < m -1 ) on obtient alors que

(16) | la microfonction définie par Y.A est, pour tout j € N , une section de
m+j+1/4 J
q A, au voisinage de ™, .
En considérant une factorisation analogue a (11) :

~ ~

=I:5+R (degré ﬁ=m1+m2, degré Q =m')
et en posant
an Wn=u

i1 vient {Ffl'l =f-RA
YjU=gJ! +'§'J-' Osgjegm+m-1)
ob, d'apres (16), e ™MV 55, g rgulidre en 1y, .
On sait (cf. (}), (%)) que la solution U de ce probléme de Cauchy est, modulo
une distribution réguliére en y o » de 1la forme

k
21 UJ , avec UJé 4= ((J,A ) .
j=

D'od (8) grice i (17) puisque Q est elliptique de degré m' dans I xR .

Placons-nous enfin sous les hypothéses de (9). Puisque m' = 0 , on peut prendre
Q=1, U-=Adans le raisonnement précédent, qui montre alors que A = A]'G + A",
ol o' est une section de g ,d et ol A" est réguliére en Ho -

En posant p = (d,w) , On defmlt naturellement (modulo C° (E)) la distribution
sz' 3 partir de la microfonction zﬁ .0Ona (cf. (D), (2)
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{P(RpA' - A') 2 2PA' - PA' régulidre en

(A - A" = AY - A A 3 3 -
YJ( pA A") R‘pOYJA yJA réguliére en ¥, pour 0\<J\<m2 1.

Or, par hypothése, WF(lpA' - A') ne rencontre pas A1|G N xR) ,od T est
un voisinage conique symétrique de (o,yo,no) . Le théoréme de réflexion de la régu-
larité (cf. (*)) montre alors que lpA‘ - A' est réguliére en By » CE qui implique
9.

REMARQUE. - On peut &tendre le théoréme 2 au cas des conditions au bord plus géné-
rales considérées par Majda, Osher (°) et, sous 1'hypoth&se des caractéristiques
réelles simples, au cas des systémes considérés par Taylor (!2). La généralisation
du résultat (9) concernant la réflexion de la propriété de transmission au cas m' > 0
n'est pas évidente puisque les opérateurs pseudo-différentiels sur Y intervenant
dans le projecteur de Caldéron ne conservent pas la transmission.

E)CEMPLE. - Soit S1 un germe en
NsiCp~ (0)

On suppose Hp transverse a TX}Y en >\1 (yo,E1)e NS1 ; soit U, =T 3
on suppose k =2 et H_ transverse 3 T XlY en >‘2 . On prend A = R ° NS] 5

y € Y d'hypersurface de X tel que

‘0

on vérifie que Aj =Ng, , o0 S  estune hypersurface de Y, etque A= Ns; U Ng,
ol S, est un germe en Yo d'hypersurface de X, Si w; estun indice sur

A1 = NS1 , on définit 1'indice w, sur NSo et 1'indice w, sur A, = NS2 par

wq ()\1) = wo(uo) = mz()\z) ; w est alors 1'indice sur A défini par w = w,; sur
Aj (j = 1,2) . Quand on applique le théoréme 2 dans ce cas pour k =1 lorsque
(d,w) est d'un type (4) sur NS1 , on obtient les réflexions de comportement au bord
schématisées ci-dessous :

Ceci s'applique en particulier, grice au théoréme 1 de propagation, @ la premiére
réflexion dans 1'exemple considéré dans 1'introduction (avec S] =9S) .
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