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PROPAGATION ET REFLEXION DE LA PROPRIETE DE TRANSMISSION
DES DISTRIBUTIONS DE FOURIER

par

A. PIRIOU

§1. - INTRODUCTION

Considérons, par exemple, la solution fondamentale A du problème mixte intérieur
de Cauchy-Dirichlet pour l1 opérateur des ondes

? n -?
P = "t - I D 2

J=1 Y!

dans le cylindre R x t2 , où î! est un ouvert borné régulier strictement convexe de
I? :

'PA = 0

V-o'0

^It^'So ̂  ")

.VxSn'0

On sait que IVFA est invariant par le flot bicaractéristique brisé (par réflexions
successives sur R4' x 9^) de P (cf. (11), (10), (3), (12)) et que, pour t > 0
petit, A coïncide avec la solution fondamentale directe E de P , dont les lacunes
sont bien connues : en particulier, si S est le cône de lumière { t = | y - y |, t>0},
on sait que, pour t > 0 assez petit, A est d30 jusqu'au bord de part et d'autre
de S lorsque n est impair, et C?30 jusqu^u bord uniquement du côté extérieur à
S (en fait nulle de ce côté) lorsque n est pair. La propagation et la réflexion de
telles propriétés de régularité jusqu^u bord ont été étudiées par Hirschowitz et
Piriou (8). On se propose ici de généraliser les théorèmes correspondants de (8) à des
cas plus généraux pour des opérateurs à caractéristiques réelles de multiplicité cons-
tante vérifiant la condition de Lévi, en utilisant les propriétés de propagation et de
réflexion de la régularité établies par Chazarain ((2), (4)) pour de tels opérateurs.

L'auteur remercie J. Chazarain et A. Hirschowitz pour l*intérêt qu'ils ont porté à
ce travail.



173

§2. - RAPPEL SUR LA PROPRIETE DE TRANSMISSION (cf. (7) , (8))

Soient X une variété C00 , T^X son fibre cotangent privé de la section nulle,
A une sous-variété lagrangienne conique de T^X ; on suppose A symétrique, c* est-
à-dire invariante par la symétrie antipodale H définie par ^(x,g) = (x,-ç) .

On appelle SA la projection de A sur le fibre S*X en sphères cotangentes et
PA sa projection sur le fibre P^X en espaces projectifs co tangents ; les projec-
tions naturelles sont systématiquement notées TT . Pour -m € R , I^CXyA) désigne
l'espace des distributions de Fourier dans X de degré m associées à A , classi-
ques en ce sens qu'elles sont définies par des symboles admettant des développements
asymptotiques en somme de composantes homogènes de degrés décalés d'entiers.

On note (] . le faisceau sur SA des microfonctions correspondantes.
Appelons indice sur A une fonction œ : SA -> R/4Z antisymétrique telle que :

si cp (x,6) est une phase non dégénérée définissant localement A , alors
O)(À) + sgn <f>'QQ(x,6) est localement constante (pour ^û(x,9) = 0 ,
À = (x, 4>^(x,e)).

Pour d € ]R , posons

^.d'^^ et P'M •
On définit (cf. (8) , et aussi (7) avec un décalage dans la notation d) le mor-

phisme involutif A du faisceau (sur PA) ir^^ . n peut être caractérisé par
la propriété suivante :

si une section <^ de •iï ^ _. est représentée par une intégrale oscillante
"i <«P C ' y fi ^ '{e T v 9 -a(x,e)de , où y est une phase antisymétrique dans un cône symétrique

de X x ( B < | 0 ) , et où a(x,6) ^ L a_(x,9) avec a.(x,e) homogène de degré <$-j
en 6 ($ = d + n/4 - N/2) , alors H ̂  est représentée par /e1 ̂ '^(x^de ,
où b(x,e) ^ ^ b j ( x , e ) et bj(x,-6) ^ (-l)^1^^^5^ ^^^^^^.(x.e) .

Une section ^7^ de •n [} _, est dite de p-transmis s ion si H ^?=<r^ ; unei il, '" i\yu- ^ - - ' - ' - - p '
distribution A € 1 (X,A) est dite de p-transmis s ion si la microfonction c^Ç dé-
finie par A est de p-transmiss ion ; cette définition est voisine de la définition
des intégrales oscillantes couplées donnée par Gârding (6). Rappelons quelques pro-
priétés de H :

(1) Soit P un opérateur différentiel dans X . Alors PU = H P .
P P

(2) Soient Y une hypersurface (lisse) de X et y l'opérateur de restriction à
Y ; on sait que y est un opérateur intégral de Fourier pour la relation canonique
R de T^X dans T'Y définie par R = { (p,À) 6 T^Y x T^X | À € T^X.y , p = TTÀ} ,
où •iï : T X J Y - » - T Y est la projection. Supposons vérifiées les hypothèses standard
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de composition (cf. (5)) pour R o A . Alors yH = &p y , où po = (d + ̂  <^) et
où (^ est 1' indice sur R o A = A^ défini par la condition : œ (irX) = O)CÀ) lors-
que À € A, y (on suppose que œ(À) ne dépend pas du relèvement \ choisi pour -rrÀ).

(3) Prenons en particulier A = Ng , où S est une hypersurface (lisse) de X et
Ng son fibre conormal privé de la section nulle. Pour des coordonnées locales de X
telles que S = {xe îf1 | x^ = 0} , appelions œ la valeur de O)(À) correspondant
à ^ > 0 . En posant 6 = d + n/4 - 1/2 on vérifie que les distributions de p-trans-
mission sont les distributions qui, module C°°(X) , s écrivent localement

f(x)Y(x^) + gÇxîD^x^) avec f,g e C°° et pe K lorsque 6 € 2 , a) + 2<S = 0

f(x)x^ avec f € C°° , p - 6 € 2 lorsque 6 ^ 7 , ±œ + 26 = 0 .

Il y a donc régularité C00 jusqu'au bord de part et d'autre de S dans le premier
cas, et régularité C00 jusqu'au bord du côté ±x > Ô de S dans le second cas. De
telles propriétés de transmission sont par exemple vérifiées, du moins pour t > 0
petit, par la solution fondamentale directe d'un opérateur du type des ondes itéré à
coefficients variables selon que la dimension d'espace est impaire ou paire.

§3. - PROPAGATION DE LA PROPRIETE DE TRANSMISSION

Soit P un opérateur différentiel dans X de degré M , à symbole principal réel
p . On suppose que P est à caractéristiques réelles de multiplicité constante, c'est-
à-dire que J r,

n p.
j=1 ^

p = n p 3

où les r. sont des entiers positifs et les p. des symboles réels de type principal
tels que les variétés p~ (o) soient deux à deux disjointes. On définit le champ
bicaractéristique H de p par H - Hp. sur p'^o) . On suppose que P vérifie
la condition de Lévi (cf. (1), (2)) . J

THEOREME 1. - Soit A une sous-variété lagrangienne conique de T^X contenue dans
p (o) . Soit au voisinage de SA une microfonction ^/l telle que P<^= 0 .

Alors, pour m 6 R ,

W l'ensemble des X 6 A tels que ^/J- soit une .section de (f. au voisinage de
TTÀ est invariant par H .

Qn ^po^ d^ plus A symétrique ; soit œ un indice sur A . Alors, pour d € R ,

(5) l l'ensemble des \ e A tels que e=^- soit une section de (d,o))-transmission de
7T» ̂  d au vo:i•sinage ^e ^ est invariant par H .

Démonstration : Soient À^e A et V^ un germe d'hypersurface conique de A



175

trahsverse en ^ à Hp . Supposons ^e p.^o) . Soit au voisinage de , un
s^nbole elliptique homogène de degré : 1 - degré p ; posons q = ep̂ . , et appelons
^ le flot de Ĥ  . Soit 1 = ]-^[ tel que ^ ^ (X,s) . ^O) soit un difféomor-
Phisme (homogène de degré 1 en X ) de V^x i sur un voisinage (conique) Y de
AQ dans A . Soit J un sous-intervalle ouvert de 1 , et soit W = ̂ (V x J) c V .

( 6 ) 1 IM.-So^ u.^(V) .Alors Pu ̂ ^(V) , et son symbole princi-
' £^1 ^S de la forme .A , ou a esjb ^e symbole principal de u ^t jf~]m~"

opérateur différentiel Iméaĵ re r̂dmaĵ  de degré r. le_ long des bicara^éris-
tiaues de n. . -mdpnpnrinn-h rio n 'tiques de p. , indépendant de u .j ^

Ce leimne se déduit de (1), (2) et du fait que V Cp'^o)

(7) LEM^E. - Soit u € jfJ^W telle que Pu = 0 . Alors u se_ prolonge d*^^
façon unique en îi G-jJ^Çy) vérifiant Pu = 0 .

En effet, soit a € C°°(W, ÎLy^ ® L) le symbole principal de u (a est homogè-
ne de degré m + n/4 ). Le lemme (6) montre que jC a = 0 dans W ; d^près les
propriétés classiques des équations différentielles linéaires ordinaires, o se
prolonge en S^ 6 C00^, îî.^ ® L) homogène de degré m + n/4 tel que J^^ = 0
dans V .^Soit u^ € ^(V) de symbole principal CT^ . On a u - 5^ 6 ^"''(W) et
^o € -^îî ~ ^ où m* = m + M - r. ; soit a- le symbole principal de u - u . ;
on a jCa^ = f dans W , où f ç. C00^, îî^ ® L) est le symbole principal de -Pu ;
a^ se prolonge en o^ € C°°(v, îî.^ ® L) tel que \S. = f dans V ; on détermine
ainsi de proche en proche des u , € ^/^(V) de symbole principal 3, (k e N) , et
on prend îî ^ ï îi^ . L* unicité de u résulte du théorème de propagation de la régu-
larité (cf. (2), th. 1.1).

Le lemme (7) et un argument de connexité impliquent (4).
Pour démontrer (5), considérons \ 6 A tel que ̂  soit une section de (d,œ)-

transmission de ^^û^ A au voisinage de TTÀ . D1 après (4), c^- est une section de
•iï^ û^ ^ dans TîQ/ , où Q/ est un voisinage conique symétrique de la bicaractérisa-
tion b isuue de X . Or, d* après (1), on a P(A c^-c^) = & P<^- Pc^= 0 ; puis-
que A ^f-^/f- est nulle par hypothèse au voisinage de chaque point de TTÀ , le
théorème de propagation de la régularité montre que H <^-<^Ç est nulle au voisina-
ge de chaque point de "iïb .

REMARQUE 1» - Le théorème 1 se généralise immédiatement au cas où P est pseudo-
différentiel (pour (4)) et où P est pseudo-différentiel de transmission (pour (5)).

§4. - REFLEXION DE LA PROPRIETE DE TRANSMISSION

On reprend F opérateur différentiel P considéré au début du paragraphe précédent.
Soient Y une hypersurface de X et ]ji = (y ,n ) un point de TY . On suppose que

0 0 0 •« •*. 0
Y est non caractêris itque pour P en y , et que p~ (o) 0 TT" ^ est non vide
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(TT : T^XJY -> T^Y est la projection). On pose p"1 (o) n "n"1^ = -t^,...,^ et on
suppose que H est transverse à I^X.y en À - (j = l,...,k) . Si j * est Pindice
tel que À _ € p~,(o) , on pose r., = s. .

Le théorème 2 ci-dessous est, comme le théorème 1, composé de deux parties : Fune
décrit la réflexion de la propriété, pour une distribution, d^tre de Fourier ; Vau-
tre d*écrit la réflexion de la propriété de transmission. Il sera sous-entendu que
toutes les variétés lagrangiennes sont coniques pour la première partie, et de plus
symétriques pour la seconde.

Soit A un germe en p de sous-variété lagrangienne de T^Y ; on appelle C
la relation bicaractérisitque de P , et R la relation canonique correspondant à
ropérateur y de restriction à Y (cf. (2)). Soit A. (J = 1,...,k) le germe en
X . de C o R ° A , et définissons la sous-variété lagrangienne A de T^X par
A = JJ A • . Notons que R o A = A ; si o est un indice sur A^ , on définit
Finoîce a) sur A par o)(X) = ro CiïÀ) pour ^ € A [ y •

Soient G un voisinage de y dans X , et G son intersection avec un des demi-
espaces ouverts délimités par Y dans X .

Soit A 6 ÎZyCG) prolongeable à G et telle que PA e C^CG) . Fixons un champ v
sur X transverse à Y , et appelons y.A = yC^A) la ^'Leme trace de A sur

"• /7
G = G 0 Y . On désigne par <^rf la micro fonction définie par A .

THEOREME 2. - Soit k € {0, . . . ,k} . On suppose que WFA C Ai, . .
1̂ suppose que ^l est une section de_ (] . jiu voisinage ^e chaque point je SA-, [ p

pour 1 4: j ^ k , et que y .A e C°°(G ) pour 0 , ^ j . $ : m ^ + 1 1 ^ / 2 - 1 » ^ o n a , posé
m-j = s-j + ... + s^ , m^ = S]^+-j + ... + s^ , m» = M - m^ - m^ . Alors

(8) L^est une section de ^/m s.i~ au voisinage de chaque point de SA,, „ pour

l \ + 1 ^ J ^ k .

On suppose de plus n^ = 0 et que ^/f- est de (d,œ)-transmission au voisinage de
chaque point de SAj j „ pour 1 ^ j <: k . Alors

(9) <^^ est de (d,œ)-transmission au_ voisinage de^ chaque point de SAi j p pour
k^ + 1 ,$ j ,< k .

Démonstration : On peut supposer Y = {x = (t,y)€]t? [ t = 0} , G = { t > 0} ,
v = — . Par hypothèse, pour (t,y,n) dans un voisinage conique symétrique de
(o,yQ,rio) > on a

k S.p( t>y>T»n) = n CT - v-j(t»y,n)) q(t,y>T,n) ,
j=1 J

où q est un polynôme en T de degré m1 sans zéro réel, et où

(10) les v . ( t , y , n ) sont réels, deux à deux distincts, homogènes de degré 1 en
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Prolongeons les v. à R x T^Y en conservant (10). On sait (cf. (1 0) , (4)) qu*on
peut factoriser P en

(11) P = H^QH^ + R

où H-p H^, Q, R sont des opérateurs pseudo-différentiels de degrés HL., nio, m*, m
différentiels en t , H-, ayant pour symbole principal

n̂ CT - v.(t,y,Ti)) -' ,
j=1 J

Hn ayant pour symbole principal
k s
n (T - v.(t,y,n)) -' ,

j=k^1 •'
PL et H^ vérifiant encore la condition de Lévi, où le reste R est de la forme

M-1
02) ï R-(t,y,DJri ,

j=0 J '

le symbole complet de R. étant d1 ordre -co dans un voisinage conique symétrique r
de (o,y ,n ) et où Q est elliptique dans r x 1R .

Posons

1 ko 2 k
A = U A . , A = U A, , PA = f , et

j=1 J j=k^1 •l

(13) B = QH^A .

On a donc, d^près (11), H^B = f - RA . Posons g. = (D^B), ^ où T > 0 est
choisi assez petit. Par existence et unicité de la solution du problème de Cauchy
pour H. (avec données initiales pour t =T) (cf. (1)), on a B = B» + B" , où B»
est la solution de H.B1 = 0 , (D^B*)] „, = g. (j = 0,...,m.-1) et où B" est la
solution de H.B" = f - RA , (D^B") ] ^ - 0 (j = 0,...,m^-1) . D^près (12) et (4)
on sait que B" est régulière en p , en ce sens que a(y,D )B" e C lorsque le
symbole complet de a(y,D ) est à support dans un voisinage conique assez petit de
(y^) ou de (y^-n^) .

On en déduit que la microfonction ^3" définie par B" est nulle dans im voisina-
ge conique symétrique V de { À ^ , . . . , X ^ } , et donc que Jg* € ^"^"^(SA^ H VJ
(cf. (13)).

Puisque H^B* = 0 , le théorème 1 de propagation montre qu*on peut encore décompo-
ser B en

(14) B = B* + B" , avec B» € ^^'^(S.A) , B" régulière en ^ .

Posons maintenant

(15) H-A = C .
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Dî après (13), (14) et l hypothèse sur les traces de A (on appelle que degré
HL = m^ ) on obtient

^QC = B' + B"
^ Y.C 6 C00 pour 0 ^ j ^ m'/2 - 1 .

Soit E une paramètrix microlocale de Q (on rappelle que Q est elliptique
dans F xR ). Posons C - (EB') ̂  = D ; alors

(QD est régulière en \i
[^ € l^^^ÇG^ pour 0 ,< j .< m'/2 - 1 .

D* après la théorie (microlocale) du projecteur de Caldéron, on en déduit que la
microfonction définie par y.D , et donc aussi la microfonction définie par Y-C
est, pour tout j e M , une section de 01[^2+3+ / g^ voisinage de m. . En cal-
culant de proche en proche les traces de A à l'aide de l'équation (15) (on rappelle

00
que Y-A e C pour 0 ̂  j ^ m^ - 1 ) on obtient alors que

(16) la microfonction définie par Y-A est, pour tout j 6 N , une section de
^J+1/4 ^ voisinage de ^ .

En considérant une factorisation analogue à (11 ) :

P = HQ + R (degré H = m- + m^ , degré Q = m')

et en posant

(17) QA = U

il vient (' HU = f - RA
( ï jU=g j+^ (0^ J^IIL, +m^ - 1)

où, d'après (16), gj € I^^^ÇG^ , g^ régulière en ^ .
On sait (cf. (1), (2)) que la solution U de ce problème de Cauchy est, module

une distribution régulière en p , de la forme

l Û . , avec Uj6 I111""'^-1^^) .

D'où (8) grâce à (17) puisque Ç est elliptique de degré m' dans r ^ B .
Plaçons-nous enfin sous les hypothèses de (9). Puisque m' = 0 , on peut prendre

Q = 1 , U = A dans le raisonnement précédent, qui montre alors que A = Aî^ + A" ,
où <^7 '̂ est une section de -n- H. i et où A" est régulière en ui •

— ? ^oo -*En posant p = (d,o)) , on définit naturellement (module C . (G) ) la distribution
H A' à partir de la microfonction ^^f . On a (cf. (1), (2))
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(PQÎpA' - A') = ÀpPA' - PA' régulière en ^

\ ̂ V - AT) = ^p YjA' - YjA' régulière en p^ pour 0 ̂  j ^ m. - 1 .

Or, par hypothèse, WFOA' - A») ne rencontre pas A?/. 0 (F x R) , où F est
un voisinage conique symétrique de (o,y ,n ) . Le théorème de réflexion de la régu-
larité (cf. (4)) montre alors que H A* - A* est régulière en p , ce qui inpiique
(9).

REMARQUE. - On peut étendre le théorème 2 au cas des conditions au bord plus géné-
rales considérées par Majda, Osher (9) et, sous 1 hypothèse des caractéristiques
réelles simples, au cas des systèmes considérés par Taylor (12). La généralisation
du résultat (9) concernant la réflexion de la propriété de transmission au cas m* > 0
n'est pas évidente puisque les opérateurs pseudo-différentiels sur Y intervenant
dans le projecteur de Caldêron ne conservent pas la transmission.

EXEMPLE. - Soit S^ un germe en y^ ê Y d'hypersurface de X tel que
Ns1Cp"1(o) .

On suppose H transverse à T^Xjy en À^ = (y^,^) 6 NS^ ; soit ^ = TTÀ^ ;
on suppose k = 2 et H transverse à T^Xiy en \^ . On prend A = R o N5. ;
on vérifie que A^ = N5^ , où S^ est une hypersurface de Y , et que A = N5- U N5.
où S^ est un germe en y^ d1 hypersurface de X . Si œ. est un indice sur
A-j = N§^ , on définit ^ indice œ^ sur N5^ et l* indice 0)9 sur A^ = N§9 par
a)-j(À-j) = œ^(^) = ù^(X^) ; (A) est alors l* indice sur A défini par a) = œ. sur
^ (J = 1>2) . Quand on applique le théorème 2 dans ce cas pour k = 1 lorsque
(d,œ) est d^ type (4) sur N5^ , on obtient les réflexions de comportement au bord
schématisées ci-dessous :

Ceci s'applique en particulier, grâce au théorème 3 de propagation, à la première
réflexion dans l'exemple considéré dans l'introduction (avec Ŝ  = S) .
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