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DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU RESOLVANT
D'OPERATEURS ELLIPTIQUES.

par
D. ROBERT.
1. Introduction.
Soit a(x,D) = z aa(x). p* un opérateur elliptique positif

al <m
- n ~ . . I .
sur un ouvert {2 borné de IR, assez régulier. Soit A une réalisation au-

auto-adjointe, positive de a(x,D) dams L°() (C,(®) < D(A) SH_ (@)
et A est un opérateur fermé). Supposons de plus que aaeCm(ﬁ) et que
m>n. Alors, d'aprés S. Agmon [1], pour A € C \ ([:o,+co[) 1'opérateur
(A--}\)‘-l a un noyau continu sur QxQ que l'on note Kx(x,y). Dans leur
article [Z], Agmon et Kannal ont montré 1'existence d'un développement
asymptotique en A de Kk(x,x) dans le complémentaire d'une région para-

bolique entourant [:o,+°°[. D'une maniére précise, on a :

n4n—ﬁ.l +00 -3
Kx(x,x) v T . T Clx) (=D
j=0
1-=
uniformément sur tout compact de © pour [A]>1 et d(A)>|A| ®

oi d(A) =dist (A, [o,+°°[) et O< -;- . De plus, si pour |a|=m, a, est
constant sur 2 , alors le développement a lieu pour tout O < 1. Nous nous
proposons de montrer ici que ce dernier résultat est encore vrai méme si
pour |a| =m , a, est variable. La méthode utilisée pour obtenir ce ré-
sultat consiste 3 construire une bonne paramétrix pour 1l'opérateur

a (x,D) -\ sous la forme d'un opérateur de Fourier associé 3 une phase

adaptée 3 l'opérateur a (x,D). La notion de phase adaptée a été utiliséde

i
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par Hormander [5] pour 1'étude de la fonction spectrale d'un opérateur

elliptique auto-adjoint.

2. Notations. Hypothéses. Résultats.

o © N . © n
Désignons par C§(IR ) 1l'espace des fonctions C sur R cons-
tantes en dehors d'un compact. On se donne un opérateur différentiel

a(x,D) = | lZ aa(x). p* d'ordre m>n 3 coefficients a, € C:(IRn).
ol <m

On fait les hypothéses suivantes :
(Hl) am(x,E) = I a (x)e Ea est réel et Iam(x,E)[ >E. IEIm pour
tout (x,8) & R x ]Rn,
(HZ) a(x,D) = a'(x,D) + b(x,D) oG a' est un opérateur différentiel
d'ordre m, formellement auto-adjoint, (3 d'ordre < m-1.

Soit Ao (resp. Ac',) la réalisation de _a(g,D) (resp. a'(x,D))

dans Lz(an) de domaines : D(Ao) =D(Ac") =Hm(IRn) . On a alors le :

Théoréme 2.1. |

1) Il existe une région 320 du plan compZexelde la forme :

-1

R =ec, |mil > ca+p]) ™3
dans laquelle la résolvante (Ao—)\)-] existe.

-'l . .
2) Pour tout X € Ry , (A -)) est un opérateur intégral de noyau
Kio) (x,y) continu et bormné sur Rx R".

3) On a le développement asymptotique :

P‘..—] 400 -i
2.1) K}So)(x,x) v L DD on C. e C(RY)
j20 3 i =

au sens sutvant : pour tout réel O<1 pour tout entier N>1 2l existe

C(N,Q) telle que :
n j n-N

Z -= = !
K 0 - (1) DT | <cm,e [A] P
i<N
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pour tout xeR", A eRy |Im A| > |A|l'e/m IX] >1

~

on A désigne la détermination définie sur ¢-(]—= ,a[), positive sur

]o,«»[. En particulier, si am(x,i) >0 pour tout & € r" , ona:

c () = am™ . f————‘—-—— dE .

a (x,8)+1

Dans le théoréme suivant, nous donnons un ré&sultat analogue pour
des réalisations dans LZ(SZ) oi 0 est un ouvert de IR". Soit alors &
un ouvert ayant la propriété du coOne. Soit A' une réalisation autoadjoin-
te de a'(x,D) dans LZ(Q) de domaine D(A') ¢ Hm(Q). On coqsidé_re une
réalisation A de a(x,D) de domaine D(A) =D(A') et on fait sur cette
réalisation 1'hypothése :
(H3) L'adjoint A¥ de A est une réalisation dans LZ(Q) de

1'adjoint formel a*(x,D) de a(x,D) vérifiant D(A*) ;Hm(Q).

Théoréme 2.2.

1) et 2) Comme dans le théoréme 2.1.
3) Pour A eﬂ?b soit Kx(x,y) le noyau de (A-k)-l. Alors : pour

tout ©<l, N entier >1, p réel > o, il existe C(O,N,p) >o telle que:

-1 N
IK}\(x,x) - (=) . Cj (x) (-X) ]
j <N _
(2.2) n-N m%

==

< CO,N,p) |[IA] ™

1-1 P
.\ | @
[ImA| ° | §(x)|Im]A|
1-0/m

pour tout x€Q, Ael , X[ >1, |Im A > |X]

oi L'om a posé : 6(x) = Min {1, dist (x, 9Q)} .

Remarque 2.3. Si l'on suppose que am(x,E) >0 pour tout (x,F,')éIRnx R"
on peut remplacer, dans les estimations précédentes, Ilmkl par

d(A) = dist (A, |o,+°°[).
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Les points 1) et 2) des théorémes 2.1 et 2.2 sont classiques
(Agmon [ﬁ] ). Le point 3) de 2.1 résultera de la construction d'une para-
métrix et le point 3) de 2.2 résultera de la comparaison des noyaux résol-

vants de deux opérateurs elliptiques.

3. Construction d'une paramétrix pour a(x,D) - A :

Nous précisons d'abord la classe des fonctions de phase qui vont

. . . . n
intervenir dans la suite. Soit W un ouvert convexe de IR .

Définition 3.1.

On appelle phase classique sur wxw X R"  toute fonetzon

n e e
Y: wxwxR —> R vérifiant :

4 ¢ e cCTxwx (R~ {o})),

(9,) Y est homogéne de degré 1 en §

(¢3) < x-y,£ > =0 entraine Y(x,y,8) = o
(4)4) gl’adx LF(X,Y,E)IX=Y =g .

Le prototype étant la phase (x,y,§) —> < x-y,§ > 1la terminolo-

gie est justifiée par la :

Proposition 3.2.

1) Toute phase classique Y sur wxwx R admet la représentation :
Y (x,y,8) = < x-y, ¢(x,7,E).§ > ol ¢ est une application c”
wxwx (R"- {0}) —> Mn(]R) ou Mn(IR) est l'espace des matrices carrées
(n,n) 4 coeffictents réels, ¢ étant homége‘ne de degré o en & et
dx,x,8) = 1 .

2) De plus, pour tout X €W, 1l existe un voisirage ouvert w, de

1
X, W CCW tel que & t—> ¢(x’,y,£).£ soit une bijection de R"- {o} sur
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R"-{o} pour tout (x,y) e W, xw, et que l'application inverse Y véri-

fie : Y € Cm(wl xw, x (R"- {0})), ¥ est homogéne de degré 1 en n -

Démonstration :

La formule de Taylor donne immédiatement :
3 n 1 32
= (x,y,8) = Z (x -y-)J = (y+t(x-y), y,&) dt
GSj k=1 k “k o Bxk BEj

1 2
Posons : a. (x,y,8) = J 2 (y+t(x-y), y, &) dt.
jk o %k ;

D'aprés l'identité d'Euler pour les fonctions homogénes, on a :

n
)
= T . = - . .
{ (x,y,8) 521 EJ “—‘agJ (x,y,8) Z,J (X] yk) a_]k (.x,y,E) EJ

On obtient donc 1) avec ¢= (ajk)j,k' I1 est clair que (¢4)
entraine : ¢(x,x,8) =ln . Par conséquent, pour w'] assez petit,

x e m'] ccw , ¢(x,y,8) est inversible pour (x,y) w; X mi et § R"-{o}.
Pour établir 2), on est amené 3 résoudre le probléme de point fixe : &tant
donné neR", In| =1, montrer qu'il existe £ e R"-{o} unique tel que :
(3.1 E=¢ ' Gy.8. n.

Le caractére Cco de Y résultera du théoréme des fonctions
inverses. On remarque d'abord qu'il existe C>1, indépendante de
(x,y,n), telle que toute solution de (3.1) vérifie : -(lf il:‘,’l

Désignons par Q la couronne de R : Q=1{¢ €1Rn,
On montre alors que § +—> d)-l(x,y,é;).n est contractante cians Q pour
In] =]. On a:

n

¢—1(x9}'s€) = ln + Z

i=]

1
(x; =7, f s ¢ Tl =x), 7,E) dT et
(o} 1

(3.2 ¢ Gy, E) -6 Hx,y,E") =
1

n
I (Xi‘Yi)g'z—'L[(b o+t -x,7,8) =07 G+ T(x),3,E0)] dr

i=1 i
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Or, QcQ' = {& e]Rn, ;]—(—:f_ Max Igil < c} et pour tout &,
€'e Q' on peut joindre § 3 &' par une ligne polygonale composée au
plus de (n+1) segments, chacun étant de 1ongueur.i|€-£'|. Par appli-
cation de la formule de Taylor en £ au second membre de (3.2), on trouve

alors qu'il existe § >o tel que :

167 ,y,8) - 07 Gy, | <3 [E-E'] pour Gy) e w) xw] , |x-y| <8

et £,8' € Q. On peut donc résoudre le probléme de point fixe (3.1) pour

X,y € w, , boule centrée en X, de rayon assez petit.

1
Dans' la suite, nous utiliserons les symboles classiques de

Hormander :

Définition 3.3.

Sotent w un owvert de ]Rn, k réel, on désigne par Sk(wx w, RrY)
la classe des symboles p(x,¥,&) ¢ sur wxwx R -{o} tels que pour
tout compact Kcw, pour tous multi-indices o, B, Y <l existe CK,a,B,Y
vérifiant :

ID: Ds D) . px,y,8)] <cC .(1+|g|)k'IYI pour x,yeK, £ ¢ R®- {o}.

€ K,a,8,Y

Nous utiliserons également le formalisme des intégrales oscil-

lantes (Hormander [6]). On a alors le corollaire suivant de (3.2)

Corollaire 3.4.

Avec les notations de la proposition (3.2) on a : il existe une

n
1 X9 RO

homogéne de degré 0 en & telle que :

fonetion 1(x,y,8) définite sur w,xw xR -{o}, I ¢ So(wlxw] ,

u(x) = (2m™ " ” ei (x,y,8) 1(x,y,8) u(y) dy d§ pour tout ueCZ(wl)

De plus, I(x,x,E) =1 pour (x,£) €w, x R" ~{o}.

Démonstration : On part de : u(x) = (2I) . Jf el <x7V,E >U(Y) dy d§ =
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lim 2M © ” ei<x-y’€>x(€.£) u(y) dy dg
>0

© 1 o si ]E]_ZI
ou X e C (R") et (&) = 1
1 si l€|£-2'

D'aprés la proposition (3.2), on peut faire le changement de

variables : &= ¢(x,y,n).n e+ Il suffit donc de poser I(x,y,n) =

I D¢(X,Y,n) N
Dn

. Le corollaire résulte d'un calcul classique sur les

intégrales oscillantes.

Nous allons construire une paramétrix 3 droite pour a (x,D)-A

sous la forme :

P, (x,D) ulx) = (2™ H YYD b y.8) uey ay a

oi Y est une phase classique & déterminer, P e S](w1 X W IRn) et

l b
[e <]
ueco(w]).

Posons : p(x,z,y,8) = Y(z,y,8) - P(x,y,E) - <z-x, gradx P (x,y,E) >

X,2,y €W et Ee]Rn- {o}. On a d'aprés la formule de Taylor :
p(x,2,y,E) = z (z, -%.) (z, -x,) o, (x,2,y,E)
’ 1<j,k<n 7 Tk kT gk
! 52 I
ou ocjk(x,z,y,ni) =L (1-t) a—x-k—g{" (z+t(x-z), y,§) dt €S .

Posons pour tout entier h>1

ant £) (zx)° od s", homogéne de degré h
——r = ol ozn g@(x,z,y, ) (z=x)~ ot gge S , homogéne de degré en §.

On a le résultat suivant, qui permet de calculer le symbole du composé
d'un opérateur Fourier-intégral et d'un opérateur différentiel :
Lemme 3.5.

[o2]
Pour tout f eCo(wl) ona :

R (OO S B PR “’<"Ys5>:|<x>= 1 L

|a+@|im al

[D:(g@’ f)] z=x
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ou a(s)(x n)-a—B a(x,n) et & = grad. P(x,y,8)
3 anB X (<} X ’y, .

Démonstration : Posons Gf(x,y,g) =e'i\P(X§Y:E)_ a(x,D) [f(.)ei‘f’(.y,g)] (x)

on a : Gf(x,y,g) _ e-i“?.(zn)-n ff ei <x-z,n> -
a(x,n) £(z2) eiq’(z,y,é’;’) dz dn

Pour tout entier H>1 :

£(z) ei‘f (Z,}’,g) =£(z) ei(“P(X,Y,E) + <z-x,€x>) ¢

{2‘ <;ogh R (CRIC oY
Posons F(z) = (e - R (lp)h) (i) "8, on a alors :
-0
R (x,2,5.8) =e T F(2). £(2). (i Dloa :
G (x,7,8) = o <g(}l_l)(zn)'“ ” et ET BTN g (20 atx,m) £(2) dz dn
+H ! lG’lim(zm"“‘. ” ei”‘x’gx“mge.(z-x)e. a(x,n) £(z) F(z)

dz dn
En faisant les intégrations par parties habituelles sur les in-

tégrales oscillantes et tenant compte de :

()] 1 (o+0) o
a " (x,g+E ) = |0L+él<m T 2 (x,£) ¢

On obtient le lemme (3.5). On déduit alors la formule de base

pour la construction de la paramétrix ﬂbk: soit p eSk(w] X W IRn)_. a

1 b

support compact en (x,y) indépendamment de §. Pour o<j<m posons

aj(x,g) = IZ aa(x). Ed . On a alors :
| =]
(3.3) 1? (a(x,D)-A) (p.e ?) = (a (x, orad Py y-A) . pr
1 (a+0) o
+ z — a. (x,grad_ ¥ ). [D (g..p)
o<_]-l0t+@|<m- al * [z © ] z=x

o< ] <m
La paramétrix se construit alors par approximations successives

en divisant certains symboles par (am(x,gradx“f’)-}\) pour A ¢1R.
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La perte de précision dans le développement asymptotigue de
Kx(x,x) lorsqu'on passe des coefficients constants aux coefficients varia-
bles, est due aux dérivations en x des termes : (am(x, gradxﬂP(x,y,S)—}\)—k.
Ce phénoméne a été nettement mis en évidence par Pham The Lal [7] .
Cette remarque conduit & choisir une phase telle que :

a_ (x, grad, Y(x,y,8)) = am(y,E). Ce qui est possible par le :

Lerme 3.6. (Hdrmander [5]).
Pour tout X eR" 71 existe une boule ouverte w, centrée en x
et une phase classique sur moxwox]Rn vérifiant am(x,gradx L(x,y,8) =

am(}',i) pour x,yeuw; , e R".

Démonstration : Pour |£| =1 on résoud le probléme de Cauchy local du
premier ordre : am(x, gradx ¢ = am(y,E)

<x-y,§ > = o alors Y(x,y,8) = o
grad (P(X,y,g)|x=y =g

dépendant des paramétres ' (y,§) décrivant un compact. On prolonge ensui-

te ¢ par homogénéité en &. ¥ est unique dans un voisinage fixé& de X -

Définition 3.7.

L'unique phase classique vérifiant le lemme 3.6 sera appelée

phase adaptée & a(x,D) dans le voisinage w, de X,
Soit xoe]Rn . On se place dans un voisinage ouvert W, de X

dans lequel existe une phase adaptée 3 a(x,D), on suppose w, assez

1
petit pour que la proposition (3.2) et le corollaire (3.4) soient véri-
fiés. Soient w, ouvert, X, €W CCw, et x eCZ(wl) telle que yx =1

sur W . On pose i’.o(x,y,c‘;) = y(x). x(y) i(x,y,a). On construit alors
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400
30 sous la forme : 53 (x,¥,€) = X p (x,y,8) ot
A A K=o k,A
pk,l = S-m—k(m] Xw, IRn). . .
I,(x,y,8) I (x,5,8)

a (x,grad P)-x  a_(y,6)-A °

On pose p_ A(x,y,E) =
b

D'aprés (3.3), on a :

ORI VR TVE LS I ¢ R IR SO

, 1 (X,Ysg)
am(}’sg) -2
m- ]

n .. «
L € S (“H xw, s, R') et o est une somme finie de termes homogénes
? bl

ol R0 , est de la forme Ro’x(x,y,E) . avec

de degré positif en & . (C'est la propriété de phase adaptée qui permet

d'avoir cette forme simple pour le reste Rb 2 ). On construit ensuite :
b

| (5,7,8)
P, X(x,y,i) = > 5 ol ré 1 est la composante
’ (a_(v,8) - 2) ’

homogéne de degré m-1 de r . On obtient par (3.3)

o,l
OO RV NIV LS R N ORI IR
oy.5) I, ](x,y E) r, z(x,y,E)
ol X,¥, = + 2 - avec
A 0 - (a_(v,8) -0)°
rl’1 3 Sm-z(wlzcwl) 3 rl,2 € Szm-z(mlzcwl) et rl,1 et rl’2 sont des

sommes finies de termes homogénes de degré > o en £&.

-i¢

On a : e

(@G- [y 5 +py ) €7 ] = T ey, 0k, (5,7,8).

On obtient ainsi par récurrence sur l'entier N>1 des symboles

~

pN,A et RN A vérifiant :

1‘? ifq _ &

(3.4) e (a(x,D)-2) [( z pj,l) e ] =1, Ry.a

q q
(3.5) P = J—ll._ + L. + _—-ELbI_—_

N,A (a _}\)2 (a _)\)N+l

m m N
- km-N ~ P .- -
oi q €S , est homogéne de degré m-N si ku-N > o0 et g =0

N,k - N,k

si km-=N < 0.
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r T
_ N,1 N, N+l
(3.6)  Ryy e v =gy
m (a_=X)
m
~ km=-N-1 . . < -
ol Ty, € S , est une somme finie de termes homogénes de degré
b
positif en §.
N
Posons SON A(x,y,i) = X Pk A(x,y,E). On obtient alors :
b k.__o I’

[(a(x,D)-)) s g%’)\(x,D)] u@®) = u(x) - Ry, (x,D) u(x) pour
tout ueCZ(wo). I1 vient alors :

Py G6D) uG) = B =07 uG) = (A =07 o Ry, G,D) ue)

Notons respectivement par K EPN Y et K RN A les noyaux-

distribution des opérateurs f@ﬁ \

(3.7) KS’ )\(x,y) (o)(X,y) = L io)(x,Z) KI\LI,A(Z’Y) dz
1

(x,D) et RN A(x D). On a 1'égalité :

pour tout X,y € W .

Démonstration du théoréme 2.1.

(x,x) = (D" LR“

Puisque m>n, ona : K

A ENCERIR

D'old par un calcul classique, on obtient :

5! i
g (x,x) = (-d) L C.(x) (-A) oli les C. possédent
TN . j=o 3 i
les propriétés annoncées.

D'aprés Agmon [[], il existe C>o telle que :

1] " ‘

—'-i—m—-x-]— pour X,Yé]Rn et A éER.

I1 reste 3 majorer KRN A(z,y).
?

.8 k@l <c

On a les estimations élémentaires :

A
la_(y,8)-A] " |l1 |*| (g« ] ®

i
zc l]—_ln:\)l\l AT Laseh™Y, 0<q<m
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T -(Z’Y9€) I)\l j J('c'l'—l) . .
. N, ~jq+jm=N-1
d'ot ] - <C C—TE?FT) [A] o (1+lg Jarim

7| =<
(a_(7,6)-1) |

Pour N>n , on peut choisir q tel que -jq+jm-N-l=-n-1 d'od

n-N
N+1 —_—
lKRN A(z,y)l < C(I—ILT-}\J-}TI—) l)\l m pour z,yew, et A € R. Par consé-
quent, 3 1l'aide de (3.8), on a : pour tout N>n il existe CN,wo > o
telle que : _
» a2 R
(3.9) | K, (x,y) - K@N,A(x,y)l < Cyy (—Tf) Y

pour X,y € W_ et A €& R.

On en déduit que (2.1) est vérifié uniformément sur tout compact
de R". Mais en dehors d'un compact K les coefficients de a(x,D) sont
constants. Par un calcul analogue au précédent avec la phase
%L(x,y,i) = < x-y,& > , on montre facilement que (2.1) a lieu uniformé-

n
ment sur R - K.

4. Comparaison des noyaux et application.

On se donne deux réalisations d'opérateurs elliptiques d'ordre
> : . . . 1 = érifi d .
m>n (al(x,D), Al ,Ql) i=1,2 vérifiant (Hl)’ (HZ) et (H3), ol Ql
est un ouvert de IR" ayént la propriété du céne. Soit be une région du
. 1"— -
type ERb ={lec: [ImA] >c(+[A]) ™} dans laquelle (A;-2) I existe

pour 1i=1,2., Notons par K{l)(x,y) le noyau de (Ai—X)-l. On suppose que

Q,NQ, 4.
on se (1) (2)
propose de comparer KA et KA dans Ql N Qz .
Pour cela, on pose : a?(x,D) = ¢ Fp® (adjoint formel de a.(x,D)
|o| <m :
et Gj(p) = sup (] (1)(x) —a‘z)(x)l +|x (1 )"*aéz)(X)I)

|x=x_[<p | |a|=]
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oi p est tel que B(p) = {x : |x—xo[ < p} Cc anflz .

Proposition 4.1.

Pour tout réel p>o , il existe une constante cp indépendante

de X5 A et p telle que :
J -y
o R
z .
8.(p) T + (pIIm M)P:l

j=o

IM%['

(n (2)
(4.1) IKA (x_,x_)-Ky (xo,xo)licp T

pour tout Ae 5{0 .
Pour démontrer (4.1), nous utiliserons le :
Lemme 4.2,
Il existe une constante C >o ne dépendant que des entiers m
et n telle que : pour tout opérateur T : LZ(B(p)) —_ LZ(B(p))
Im TUiZm T*_C__ Hm(B(p)), T est un opérateur intégral de noyau K(x,y) con-

tinu et borné sur B(p) xB(p), vérifiant :

*) - -
@2 &Gl <cdn™ 17 18 o
pour tout x,yeB(p). on |T| = sup [Tuf, , o<k<m.
uf <1
0—. .

Démonstration : Le lemme est vérifié pour p=1, d'aprés Agmon [1] Pour

P quelconque, on procéde par homogénéité.

Démonstration de 4.1. On a classiquement les inégalités :

B

(4.3) "u"k,Qi < C. EERY I (Ai -K)uﬂo,gi pour ueD(Ai) 0<k<m.

Notons par _ﬂu"k 0 la norme de u dans H.k(B(p).).

. 1
) ® 1 1 s1 lx|_<_'2'
Soit xeCo(]R);x(x)= 9 et o <x <1
o si Ix|_>_§-
X=X

®). On a alors |DB Xp(x)l _f_—.c-:— .

ol 8l

Posons Xp(x) = x(

D'autre part :
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_ - _ i Y B Y
(ai(x,D) A) (xp.u) Xp(ai Au +|alz<m aa(x) Coz D xp . D'u
B+#o
a=p+Y

On obtient donc 3 1'aide de (4.3) :

la] =k, u G_D(Ai) , alors :

a | IAIK& [ _ B Y ]
ID ulo,plzi C -Im—l- l(Ai A) u|o,p + Bio ID Xp . D u|o’p
|B+Y|<m

D'autre part : [DYu| [(Ep) vl ﬂu“ + (sp)m—lYl“uHm p]

ol C ne dépend ni de p nideeg, o<e<l. 1
l M

Pour p> |>\| » on peut prendre €= %—I- d'ot
B IAI = =
Y . m
1% x, %l o < e2ie L] g+ bl ) si o0 2 2]
On a donc prouvé 1' 1nega11te :
Ck -
@6 ol A Thagnul, o+ B dqappal, o+ 1al,
) k, p/-— € | mA | i 0,p WP

“m
valable pour ueH_ (B(p)) ; Ae_.f}?, , o<k<m et p> I)\I

A partir de (4.4), par récurrence sur 1' entler j on obtient :

@ by, <eslal ® L[ Bl u s et Al getol, ]
A [ ImA| "1 0, p[Im AT m,P
2
valable pour tout ueHm(B(p)), o<k<m, Aéﬁ et pi%‘;——}\—l—.
. 2 -1 “ -1 v
Soit fel (B(p/j)) et u = (Al-}\) -(A -A) f ot f est
2

le prolongement de f par zéro en dehors de B(p/ 4).
-

Posons S.f =u (p .). S, @ LZ(B(p/ ) — LZ(B(p .)) et
A / A 53 /2_]
im S)\ cH (B(p/J)) D'autre part, on peut prolonger u en dehors de B(p)

en un veD(Al) f\D(Az) et (A1 -A)v -,X)ul

IB(p) = (8 B(p)
) ’l_/ -1V I

[£ - @0 @07 £ ] g,
(a, G, D)=a, (x,D)) (&,-A) | £

1]

B(p)
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On en déduit :

m _]f\,
I (Al-)\)vﬂo,pic I 8. | (A)=2) £l
1=0 1
(4.3) et (4.5) entrainent alors : -
iél 1--14n .
A% [m Al Al J]
4.6 S < C. == . r 6. —— LS N
“.6) | Allk,p/j_ i TaT - L2 8P TEmT * ST
]"1/ 2
our p > IAI =
P — Im ‘

On a une estimation analogue pour l'adjoint S? . Le noyau de

S étant K{l)(x,y) - K{z)(x,y), (4.1) résulte alors facilement de (4.2).

A l Il-—-I'{n
. A e epea =
Si p < TTE—X—T- , (4.1) est vérifiée 3 cause de (4.3).

Démonstration du théoréme 2.2 : Elle résulte facilement du théoréme 2.1.

et de la proposition 4.1. en prenant : a, =a, = a. Eh =]Rn, 92 =Q,

A1=Ao et A2=A.

L'application classique du développement asymptotique obtenu
est 1'@tude de la fonction spectrale des opérateurs elliptiques autoadjoints

positifs.

Proposition 4.3. (Agmon-Kannail Bﬂ ; Hormander Bﬂ)._

On suppose en plus des hypothéses précédentes (Hl)’ (HZ), (H3)
que a_(x,£) > o pour tout (x,§) e U x BRY et que A est autoadjoint

positif. Soit alors : e(x,y,t) Lla fonction spectrale de A. On a :

kY (n—@){n )

e(x,x,t) = Y(x).t  + O(t t —> +o pour tout réel O<1 |,

uniformément sur tout compact de . y(x) = 2m ™. mes {¢ :am(x,g)_il}.

Démonstration : Suivant Agmon [i], on utilise la formule de Pleijel :

1
2ill

o U
le(x,x,t) - R, G,x) dA| < (14179 2 & kG| on F= T,

[L(H’)

t>o0 et L(Y) une courbe orientde rectifiable joignant J i J ne ren-
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contrant pas [o,+°°[ . Pour t>o0 , on pose GC= t]-eéi . Soit K compact ,

KCQ. Il résulte de (2.2) (p assez grand) que :
n-0

IK.G(x,x)[ <C@O. ¢t ™ . Donc, pour la précfsion cherchée

1
e(x,x,t) se comporte comme E’fﬁf K}\(x,x) dA sur K.

L(J)
L'estimation de cette dernidre intégrale se fait par un calcul

explicite en choisissant une courbe L(J'), compte-tenu de (2.2).

Remarques 4.4.

1) Par un calcul plus fin que le précédent, on peut montrer que :

(n-0)
e(x,x,t) = Y.(x)tn{Il + 0(t o . d(x)-e) t + + @ | uniformément
sur Q (calcul d'Agmon [3]).

2) Dans [5] , par une méthode différente, Hormander a &tabli la proposition

4.3 pour @ = 1 et Bruning [4] a déduit de ce résultat que l'on a :

o (n—th

e(x,x,t) = y(x). £t~ +0 [t . 5(x)-]] uniformément sur Q.
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