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HYPOELLIPTICITE PARTIELLE POUR DES OPERATEURS

ELLIPTIQUES ET DEGENERES

par

Jacques ROLLAND

On se propose d'é&tudier l'hypoellipticité partielle (i.e
"l'hypoellipticité 3 partir d'un espace de distributions c®dans 1la
direction normale) d'une classe d'opérateurs satisfaisant une cer-

taine propriété de quasi homogénéité.

Soient L(t, Dx’ Dt) les opérateurs définis sur R x R" par

k+q'|a|+qj [o ]
L(t,D_,D ) = ) t D_ D
*Tx’T e Ial+jim X t

k+qj+q'|alenN

aj

ol : meWN, ¢q>0, q' > 0, k€Z avec k + qm €N et k + q'm EW et

a € €. Leurs symboles L(t,&,¥) vérifient la propriété de quasi

o

homogénéité suivante :

] -
LG 5 A%g, A% = ATF L(esE, o
pour tout A > 0, t € R, £& € R" et ¢ ¢ R.

Plusieurs cas ont déj3a été traités, en particulier par

Bolley, Camus, Hellfer ([1], [2]), i savoir

1) q =1, q'>0 qui est le cas des opérateurs du type de Fuchs;

si L(t, D> Dt) est elliptique pour t # O, il est partiellement hypo-
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elliptique si et seulement si 1'&quation L(t,?,Dt) u(t) = 0 n'admet

due la solution triviale dans qu).

-

De plus si la variété t = O n'est pas caractéristique pour

1"

1'opérateur L (i.e k = - m) on peut remplacer partiellement hypo-

elliptique " par " hypoelliptique " .

2) ¢ >1 q' = 0. Sous des hypothéses d'éllipticité on obtient
(cf [ﬁ]) 1'hypoellipticité partielle et on montre que ces opérateurs
ne sont pas hypoelliptique 3 partir d'espace de distributions qui ne

©
sont pas C dans la direction normale.

Les autres cas, que l'on se propose d'étudier ici, sont les

suivants :

1) 0<q<1 et q'> 0. On utilise une méthode permettant de se

ramener au cas q = 1 et q'> 0.

2) ¢>1 et q'> 0. On impose une restriction sur la classe &tu-

diée de maniére 3 ce que la partie de l'opérateur la moins dégéné-

rée " vérifie aussi une propriété de quasi homogénéité&, on &tudie
donc
k+qj+q' o i
L(t, D_, D) = ] a . t 4374 lalpo 53
* @] +izm ! ot

rr'<rlal+r']
et on distingue deux cas qui correspondent 3 deux formes de
1'opérateur :

. .
L (t, D, D) = a . ckraira’ el o Di

rla|+r'j=rr’ 3 x
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1
T ~ e e e
a) q-q' =2 1. Sous des hypothé&ses d'ellipticité on montre
que cet opérateur est partiellement hypoelliptique et on démontre
qu'il n'y a pas hypoellipticité 3 partir d'espace de distributions

[>-}
qui ne sont pas C dans la direction normale.

b) q-q'§'< 1. Sous les hypoth@ses d'ellipticité on montre
que L(t,Dx,bt) est partiellement hypoelliptique si 1l'équation
Ll(t,E,Dt) u(t) = O n'admet que la solution triviale dans J (R).
Si k = -m = -qr et si q'> 1 L(t,Dx,Dt) est hypoelliptique (cf

Grusin [4]) et si k = -qr L(t,Dx,Dt) est également hypoelliptique.

I.. - NOTATIONS ET RESULTATS.

On considére les opérateurs définis sur I x @ ol I est un

’ n
ouvert de R contenant 0 et  un ouvert de R , par

k+qj+q'|a|
L(t,x,Dx,D ) = Y aaj(t,x)t ai+q’|a

la]+i<m

k+qj+q'|al em

t

oi t €I et x ¢!, melN, q>0, q'> 0, k €Z avec k+qmelN et

k+q'm &€N.

On suppose que les coefficients a3 sont C. dans I x Q et

que l'opérateur L satisfait 1la

Condition | L'opérateur L(t,x,Dx,Dt) est elliptique pour t # O
dans I x Qc'est 3 dire :

pour tout (t,x) eI x Q, t # 0, pour tout (T,E)elR x R \{0} on a

. ' .
z adj(t’x) tk+q3+q !0‘" Ea TJ # 0
lo|+j=n
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On note L(x,Dx;Dt) l'opérateur défini par

L(X,Dx’D )

c z a j(O,X)tk+qj+q’|alDa D j

'O‘Ima X t

On suppose que cet o&érateur satisfait 1la

-

Condition 2 L'opérateur L(x,Dx,Dt) est elliptique pour t # O
dans I x @ c'est 3 dire : pour tout (t,x)&I x 2, t # O et pour

tout (T,E) €R x rR® \{0} on a

+qj+q’ j
) ay:(0,%) kraira’ fal £* 13 20
laf+j=m
Remarque. La condition 2 entraine la condition | dans un voisinage
de t = 0 éventuellement plus petit que I x Q.

(:) Cas 0 <q<l, ' >0

Dans ce cas nous faisons l'hypothése supplémentaire

suivante
. ~ +qj+q’ | PRI
Condition 3 L'opérateur ) aa.(O,x)tk a3*q lalD: DtJ vérifie
lal+j=m |
pour tout x ¢§ et pour tout w & R" avec lw|] =1 1'équation
. + : + ] 3
z aaj(o,x)tk 374 |u'va DtJ v(t) =0

la|+j=m

n'admet que la solution v = 0 dans f%m“)

On a alors le résultat suivant
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Théoréme 1-1. Si l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions
1, 2 et 3 il est partiellement hypoelliptique dans I x @ c'est &
dire :: pouf tous ouverts I'€¢ I et Q'€cQ , pour tout u<2C?I;m'(Q)

tel que Lu €& C?Iﬁiﬂ') on a : uéeC (I'x).

Pour q>1 on se limite a des opérateurs de la forme

"7l ; aaj<t,x)tk+qj+q'|°°|1>§ D]
o|+j<m
tla|+r'j>rr’

L(t,x,Dx,Dt

et on distingue deux cas qui correspondent 3 deux types pour
l'opérateur

)y = ) a . (o,xycirai*a’lalye 5 ]

L, (x,D_,D
I x rla|+r'j=rr’ o3 x t

t

. 1
- . . T
ces deux cas étant déterminés par la valeur de q - q' c

Dans les deux cas on fait l'hypothé&se d'ellipticité

)

générale sur L(x,DX,Dt

Condition 2' L'opérateur L(X’Dx’Dt) vérifie : pour tout (t,x)€EIl x Q

t # 0 et pour tout (T,5§)€ R x ®R™\{0} on a

c .
| | Z aaj(o’x) tk+q.J+q |al€a TJ £ 0
o|+j<m

r]a|+r1j>rr'

Suivant les cas on fait des hypothéses supplémentaires :

]

(B) Cas q - q' >1, q >1, q'> 0.

N La]

Dans ce cas on suppose que L](x,Dx,Dt) vérifie

Conditions 3' Pour tout (t,x) € I x Q , t # O et pour tout

©,5)e R x®R® {0}on a
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A

L, (x,E,T) = ) ao‘-(o,x)tk’“q”cl lelge 1dg o
rla|+r'j=rr’ ]

On a alors le résultat suivant

Théoréme 1.2. Si 1'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2' et 3' il est partiellement hypoelliptique dans I x Q c'est
34 dire : pour tous ouverts I'Cc I et Q'CQ , pour tout u<&C?I;&f(Q))
tel que LuGCm(I' x ') on a : uGCw(I' x Q').

1

! <1, q'>°s q>1

(C) Cas q - q

la N s}

On note 0 =k + (qg-1)r et § = q' - E,(q-l).
Sur l'opérateur Ll(x’Dx’Dt) nous faisons les hypothéses

suivantes

Condition 3" Pour tout (t,x)&€I x 2, t # O et pour tout

(t,8) ¢ R x R®*\{0} on a :

L, (x,€,7) = ) am.<o,x)t°‘*‘3'°‘"’J el SN
rlal+r"j=rr’ ]

Condition 3"' Pour tout w €R", avec lw| =1, et pour tout xeQ

1'équation Ll(x,w,Dt) u(t) =0

n'admet dans {f(R) que la solution u = 0

On a alors le résultat suivant

Théoréme 1-3 Si l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2',3",3""' il est partiellement hypoelliptique dans I x Q
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c'est 3 dire : pour tous ouverts I' C Q et Q'<€ Q , pour tout

u < Cm(I,;D'(Q) tel que LuéCw(I' x ') alors on a : ue€ Cm(I' x Q")

Remarque Dans tous les cas, il se peut que les conditions imposées
ne soient vérifi&es que pour t>0. S'il en est aussi, en notant

I, = {te1; t>0} on obtient les résultats suivants

@) cas 0<q<1, q'>0

Théoréme 1.4. Si l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1, 2 et 3 affaiblies, c'est 3 dire pour t >0, alors L(t,x,Dx,Dt)

est partiellement hypoelliptique dans I, x Q.

1

@ cas q - q' f?_ 1, ¢'>0, 1.

Théoréme 1.5. Si l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

)

1,2,2',3" affaiblies, c'est & dire pour t >0, alors L(t,x,Dx,Dt

est partiellement hypoelliptique dans I, xQ.

]

<1, q'> 0, q >1

@ cas q - q'

Nl

Théor&me 1.6. Si l1l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les conditions

1,2,2',3",3""' affaiblies, c'est & dire pour t >0, alors L(t,x,DX,Dt)

est partiellement hypoelliptique dams I x Q.

Il est 3vident que les théorémes 1.1, 1.2 et 1.3 sont des
corollaires des théorémes 1.4, 1.5, 1.6, c'est pourquoi nous ne

démontrerons que ces trois théorémes.
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II. PRELIMINAIRES.

IT.1. Espaces de distributions.

Pour s¢ iR, Hs(an) est l'espace

s/ -~
BSERY = {wueS®Y 5 (1+]2]3) 2 a)e i@}

Pour s€R et reRR, HS(FR, Hr(fRn)) est l'espace

y
BSR,ET®R™)) = {weS @, 8T @™} (1+1%) 2F, uw(r) LP@®,ET@®")}

t
Pour s€R et rGR, H’T(@® x R") est l'espace
5/2 r,
B TR = (uef ®&™ 5 (+lg|D) aslE]D 2, urnr e )

Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 2.1 Pour tous ¢ (2 C:GR X mn), scR, re R, 1l existe une

constante C(s,r,#) » O telle que pour tout u éHs’r(R X Rn) on ait

loull < sup|¢] .|| ul + Cls,rd lull o -
55T (Rxr ™)~ B5°T RxR") 5577 ™)
(si r = 0, on peut remplacer dans le second membre flu]] -1 par
_ 75T (rxr ™)
”u” s-1 a. °
H (RxR™)

Pour s >0, HSGR, Hr(m“)) s'injecte algébriquement et topo-

s,r)s

logiquement dans H (R x Rn).

Nous utiliserons les espaces suivants

(A) Cas ou 0<qg<1.

On note 0 = k + (g-1)m et § = q' - q + 1

Si pelN et s¢MR on note W?’g’s R, x R™) l'espace
-9
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W = (uef @ ™0l e T @)

|0‘|+J'im, o+ Slal+jeN, O<h<p

muni de la norme canonique.

]
Cas oﬁq-q'f >1 avec q>1 et q'> 0.

—_t
Si s¢/R on note Wz’q q (m+ X mn) l'espace

S | v L lz' o . E, =
WU (R, x B = {uer?®,,5" TS@Me?T e ) Ipluer? @ 13 T @
€
j = 0,c..,r

muni de la norme évidente.

1
On note Wi,r,q,q (m+x Rn) l'espace
' -t . . _at

S

muni de la norme evidente.

CD Cas ol

Ne]
|
Na]
|
A

avec q>1 et q'> O.

Avec «© k + (g-1)r et § = q' - 5,(q-1) si s¢giR et pe ®™

on note W;’g’sGR+ x R™) "1'espace !
’

WPt m,x RY) = fued @, x RT); eo*dlal+s " werl@,, v ¥ @®™)
, - .

r|al+r'jcrr', o+8|a|+j e, 0<h<p
muni de la norme évidente.

m,r,p,

On note W
q,q',k

S(R+ x ®R™) l'espace

m,r,p,s n r,p,s n Qin 3 r,p,S n, ?
w? = ? .
a.q',k (IR+x(R) {uewc’d (’€R+xtR) ; £°°D uéwg,6 (rR+x\'R)S

O rt

j =0,...,m-1r

muni de la norme évidente.
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IT.2. Structure locale des &léments de C“(fR+,8>'(!Rn))

On désigne par Cm(lR+,éD'(an)) l'espace des fonctions
indéfiniment différentiables sur -IR-+ i valeurs dans l'espace ®' (fRn)
des distributions sur RT.

On démontre les lemmes suivants

- © 1 n b n )
Lemme 2.2. Etant donnés u &C G’R+,€b m)),d QCO(I‘R+XTR )melN, 0<q<1,q'>0
avec mq<&iN et mgq'€ N, p&WN il existe scR tel que ¢ uéwg’g’s(m+x Rr™)
bl
avec 0 = k + (q—l)? et § = q' - q+1.

' - < ' n @ n
Lemme 2.3 Etant donnés ué&C (IR+,éb mR™)),¢ GCO((R+ xR ') meN, réeN,
r' €N, q>1, q'> 0 avec mqeélN mq'€e N, rqeélN, r'q'€N il existe s <R

1
tel que . ¢ uéWI:’r’q’q (@R, x R™).

(o] (o]
Lemme 2.4. Etant donnés ue¢C (IR+,9>'(fRn),¢ GCO(KR+x YRn) m €N, reW,
r'eW, k€%, q>1, q'> 0 avec k + mq€&€N, k + mq'e€ N, k + rq €N,

k + r'q'elN,pour tout pelN il existe selR tel que ¢u€W2’:3£’SG‘R+x R®).
) R ,aqrk

Les démonstrations sont basées sur le fait que si p &eW,

il existe s €R tel que ¢ uer(R+, Hs(ar)) (cf [8]_).

III. DEMONSTRATION DES RESULTATS

Cas 0<q<1l, q'> 0. Démonstration du théoréme 1.4.

Pour démontrer ce théoréme on utilise la methode des

quotients différentiels tangentiels 3 partir d'une estimation a priori.
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III. A.1. Une estimation a priori.

Proposition 3.1. On suppose que l'opérateur L(t,x,Dx,Dt) vérifie les

hypothéses 2 et 3. Pour tout x &€ @, il existe un entier p > O tel que
o o’

pour tout entier p__>_po et pour tout sc/R il existe deux constantes

C s> 0 et €p> 0 telles que si

m,p,s n .
u GWO’GP’ (m+ x R7) avec supp u C{(t,x)éI+x Q3 H(t,x) - (O,xo)||<€p}

on ait

h
I ull <C { E lIp,. Lull p=h,__+ ||u]l .
m,p,s N P,S ‘ t s ) _
Wolg @®, xR7) 777 “a=o L@, ,H S T @®M) I "m,x ”™)

(ici : 0 = k + (q=1)m, &= q' - q + 1).

) 1l'opérateur

Démonstration. Notons -f(t,x,Dx,Dt

. ' ) .
i(t’x’Dx’Dt) = 2" aaj(t,x)tk+q3+q !alDi DtJ
Ial-l-J:m

En remarquant qu'il peut encore s'é@crire

L(t,x,p_,0) = ] a . (c,x) 00l +] bl DJ;
la|+j=n

on obtient, d'aprés la proposition 3.1 de []], que
pour tout xoé52 , 11 existe un entier P> 0 tel que pour

tout entier p >p, et pour tout s & R il existe deux constantes C s>O

’
MmyP,S

et >0 tell i cW
ep es que si u g.8

(m+ X Rn) avec

supp u C’{(t,x)"éI+ x Q3 || (t,x) - (0,x0)||< gp} on ait :

P
el , <oy Rl an, ¢ llul
»P>» S Dy — P5S(_ t _ s m,p,s=1 n
WO,6 (R+ x R") h=o0 LZHR+,H @™)) WG,G GR+XR ) )
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On achéve alors la démonstration de la proposition 3-1

en remarquant que pour toutn > 0 il existe Cn > 0 tel que si Ep

est assez petit et si supp U C:{(t,x)e1+x Q3 H(t,x)-(o,xo)lkep}

on a

F b b8 ol

L <nifull + C llull

-h
2 S ,mn m,p,s n m,p,s=—1 n
L@, TR Wy Rt @, xR L SR

ITI. A 2. Régularité partielle.

Proposition 3.2. Si u ew?’g’s(m+ x R™) avec supp u C{”(t,x)-(o,xb)|]<%)%
b

T

et si Dz Lu GLZ(R+, H (R™®)) pour 0<h <p alors

m,p,s+l n
u e W0’6 (\R+ x R ).

Démonstration : On applique la méthode des quotients différentiels

tangentiels 3 partir de l'estimation a priori de la proposition 3.1.
g P

ITII. A.3. Démonstration du théoréme 1.4.

Soit uéCog(I;&)'(Q)) tel que L u ¢ C?I'x Q') et soit
(to,xo) € I' x Q'. On doit montrer que u est indéfiniment différentia-

ble au point (to,xo).

Pour to # 0 le résultat est classique puisque l'opérateur L

est elliptique en tout point (t,x) pour lequel t # 0.

Si to = 0 soit V un voisinage ouvert de (O,xo) avec

VI x Q' et soit ¢ € 8D (I' x 2') avee ¢ = 1 sur V. D'aprds le
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lemme 2.2, pour tout entier p>0 il existe s &R tel que
o u € Wg’g’s (R, x R™). En particulier, pour tout @ € (V)
’

) m,p,s n . . - . .
Pu =@PduecW (R, x R"').Choisissons p>p_ ol p_ est l'entier
g,d8 + - %o o

associé 3 X, dans la proposition 3.1 et P €D(V) de la forme

?I(t) ?z(x) avec supp ¥ C {(t,x) / “(t,xj - (0,x){|<€p}. On vérifie

p—-h
alors que D}g Lu € L?'(ER_,_ ,H G +S+l((Rn)) pour 0 <h<p.

m,p,s +1
c,6

Yu ewg’g’s (R+ X Rn) pour tout s €R.
’

n .z
); en itérant on a

Il en résulte : Yu €W (R, xR

=]
Comme (N wWP'S@, xmr®) ¢ ¢ ®, x R") en on déduit
> b
PP,
s€R
que u est indéfiniment différentiable au point (O,xo); d'old le

théoréme 1.4.

!

Cas q>1, q'>0, q - q'f >1. Démonstration du théoréme 1.5.

Pour démontrer ce théoréme on utilise la méthode des

quotients différentiels-3a partir d'une estimation a priori.

IIT.B.1. Une estimation a priori

Proposition 3.3. Pour tout XJEQ » 11 existe une constante € >0

et pour tout s €R, il existe une constante Cs €>O telle que si

1
u<EW2’r’q’q (R+ X Rn) avec supp u Ci(t,x)GI+XQ;ll(t,x)-(o,xo)l|< e}

on ait :
Il . < o, ¢ il Al
s L4, - »E 2, ; 4 '
L S LT®LET®RD) Wt @ xR

. . . e . o _m ~ +q'r’
(En fait, pour plus de simplicité@ on a divisé l'opérateur L par tk ar
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Démonstration. Par transformation de Fourier tangentielle on &tudie

l'opérateur différentiel ordinaire, dépendant du paramétre EGJRn

i, q'al+aj-q'r" caj
L(x_,§,D,) = Ialzjf_m 8y 1 (05x )€ £}

rlaf+r'jzrr’

]

k+q'r .
1 ce qui est

Nous avons divisé 1'opérateur L par t-

possible car on &tudie l'hypoelliplicité partielle.

1°) Etude pour |[E| > A ,(A sera fix& ultérieurement)

Pour £ fixé dans R® nous étudierons L(xo,E,Dt)
sur 1l'intervalle [0,5[ et nous sommes amenés a recouvrir cet in-
tervalle pour les intervalles [O0,T[ et ]Tz,é[avec T, = di]EIQ'

(Q<f62<51 seront choisis ultérieurement)

a) Etude sur [0,11[.

Si Ll(xo,E,Dt) est l'opérateur

: 1 '_ [ s
PRSI FICT A ol e g of
rlo| +r'j=rr '

N B . » -~
on a, grace aux conditions 2,2' et 3' , d'aprés [ﬂ :

Il existe une constante C >0 telle que

r' . yT'. .

o s*Z (r=3) = (a-q'g )] ‘ 2 .
I aslglh T IE plvll?, <ctased, vl 5,
0<j<r e GR+) +
s-1+45(z-3) (q-¢'L") |

1 aslgllh T e T Tadygp

0<j<r-1 2

' L GR+)
(q-q'5);

2 j 2 - -
pour tout veé{vel (TR+); t DtJvéL (R+)} telle que supp VCLO,Ii
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Si 1'on note M(t,Dt) l'opérateur

m-r a_ j+r(°’xo) 453
= 3
M(t’Dt) .Z: a (o,x ) t Dt
j=o o,T o

’\ . 3 . 3 3 . .
on a, grace aux conditions 2,2' et 3', l'estimation a priori suivante

2 s m-=r . . 2 2
a+lgl®h” 1T e pla,wll?,  ccaslgHno vl ?,

j=o L2®,) L2@®")

pour tout v tel que supp Vv C[O,f][ (cf 1)
Nous devons estimer la quantité

Lo '
m- s+z(r=2) (q-q'% )k

r ~ . A
.Z (1+|g|2) Il ¢ r Di {thDtJv}Hz

r
p
=0 j=o Li®,)

en supposant que Ssupp vC[O,'r 1 [:

Des estimations précédentes on obtient

r' r', 2 . .
r m-r s+= (r-2) (q=q'= ) qip] 2
DL Celel® T [l e Py ”LZ(,R )
%20 j=o - +
<ot aslelH L v |I?, +a+leglHe e vl 2,
L°(R,) | L°®,)
’ 2
r-1 s=1+X(r-3) (q-q'%)
LIoaslglh T e ™ F o} v ? }

LZ@®Y)

On montre alors que pour tout n > O il existe A > O,
§ >0 et 61 > 0 tels que si supp v C [0,11[ et si |E] > A on a

a+1g]1% 5] @ o Ll)sz <n
@) 2

W o~
o~
~~
+
I ]
-/
]

a}
(=]
(n3

Q
w
o
[
N

o j= +
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I1 est alors facile de montrer quel'on a

r m-r 2 s+£2r-2) (q_q,g')l 0 - qi .. 2
Lo LaxeD F | e SR A A |
=0 j=o ' . 2
L"(R,)
2. s 2 r-1 m-r 2 s—1+§'(r-2)
<cta+glDH® ez ,e00vll 5, + 1 ] a4glH I
L (lR+) =0 j=0
'L qi . i 2
(q=q'2 )" o7 ¢4 p I v
[}t T t t LZ(VR+)
b)Etude sur [12,6[.
-1
1
On note T, = &, &l q avec §,< 8. et on &tudie l'opérateur
2 2 2 1

L(XO’E’DC) de Hm(Tzsé) dans LZ(T2,6 ).

_1/ _lé

Dans 1'équation h ZL(XO’E’DC) v = h f
.q'r' gl q'my,.m 71
ol h(E,t) = [ 3 r e |E] J/m
tqm

on fait le changement de-variables défini par
h(E,t)dt = dy

et le changement de fonctions

1

[
w(y) = h 2 ¢9B7L T (py

£,(t) = n 2 £y,

On est alors ramené 3 1'étude d'une &quation différentielle
. . B o . . o . .
ordinaire "3 coefficients peu variables " (cf [5]) et ainsi on obtient
pour L(xo,E,Dt) l'estimation

. . 2 2
2 1 JEPE D
I aslehyelely airatlela's'y 3o ® < caueBoieg.eo vl

|laf+jsm L°@®,) L ®,)
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c) Etude sur [0 oL .

1
On munit l'espace whoFedsd (0,8)de la norme dépendant de £
s

r! r'. 2
r m-r s+=(r=-2) (q=q'=) .. 2
[ 7T a+ellh T It t D% (tqutJv‘o Y I +
=0 j=o 1 LR
) | F S+|a‘” aj+q'Jal-q'r" _j ||2 K:
+ (+{ & t DY v 2 ]
cl.|+j5m t ( 2 )L @R_’_)

Soient ¢1 et ¢é deux fonctions de classe c” sur R telles que :

+ 9, = | avec ¢1(Y) =0si y>8 -0p
et ¢,(y) =0 si y <, +p o 0<p< —F"
|

/
On pose alors, pour i = 1,2, @i(t) = ¢}(t1£| 9.

: 1
Soit alors v ¢ Wm,?,q,q (0,8§) avec supp Vv < BLS[ on a

. 2 2 2
Mol o cctarel®hdliewll®,  slie, wlls o+
w ®T»4,9 (0’6) L°@R ) L°@R,)
S, + +
1o, wll
+ v) '
1 r,q,q
WD (0,0)
d'otd
. 2. s
o]l <c {a+]g]"” |lL(x,,&,0) v + vl ’
G Ted,at = o t Lz(m+) g2 T340 ).
S’E s-1,§&
2°) Etude pour |&E] < A.
Soit Eo ¢ RY tel que IEOIZ A. Pour tout § eR® tel que

l&] < A on a
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v 2 : < cllvll? sc{a+e 1H% Lz ,g_,p )v]?
»Ty49,q - m,r,q,q o o t 2
WI:,E (0,8) Ws,Eo (0, 6) LY (R,)
2
vl
W b} ’ ’ (0,6)
S—I’Eo
d'od

,r,q,q'(o’s)zﬁ

< c{1+18]H %] Lex_,£,p v |2 +|lvll 2
8) T S R i

| 2
“V|| Wm’?’q,qv(o §
s, &

3°) Fin dé la démonstration de la proposition 3.3.

\]
Soit u éWZ’r’q’q (1R+ x R?) avec supp u < [0,6[ x RD.
A
En appliquant les estimations précédentes 3 u(t,f) et en intégrant

par rapport i & ¢R™ on obtient

\ < ¢ {llL(x_,p_,D )l + [fu ,
W @ xR SIS R W - WPt R xR

[l

En utilisant le lemme 2-1 on atteint le cas des coefficients variables

et ainsi on a la proposition 3-3.

IIT.B.2. Régularité partielle.

Proposition 3.4. On suppose que l'opérateur L(t,x;Dx,Dt) vérifie

les conditions 2,2' et 3'. Pour tout xoe 2, i1 existe une constante

. 1
m;T,q9,9 R, x R™) avec supp uc{(t,x)el_xQ

e >0 telle que si u & v

I](t,x)- (0,x0)|| < g}) et I;llél?(m+, HS+1(Rn)) pour s&¢lR alors

1
u € W:;T’q’q GR+ X Rn).
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Démonstration. Elle consiste 3 appliquer la méthode des quotients

différentiels tangentiels 3@ partir de l'estimation a priori obtenue

i la proposition 3.3.

IITI.A.3. Un résultat de dérivées intermédiaires.

Lemme 3.1. Soient s €R, s'&€ R et pedN. Si uGL2(1R+, Hs((Rn)) et si

. : icgr-
pP uwerL?@®,, BS'(R™)) alors D} werl,, 878 TV @),

IIT.A.4. Démonstration du théoréme 1.5.

[+ <]
Soit u € C(I+,-QY(Q) tel que L u € C?IL X Q') et soit
(to, xo)é Il X Q'. On veut montrer que u est indéfiniment dé&rivable

au point (to, xo).

Pour to # O le résultat est classique en utilisant 1la

condition 1.

Pour t, = 0, soit V un voisinage ouvert de (O,xo) dans
I, x Q' avec V. CC I' x Q' et soit ¢CLC: (I' x Q') avec ¢ = 1

sur V. D 'aprésle lemme 2-3 il existe s € R tel que

b u ewwm’rfﬂ’Q'GR+ x R®). Soit alorsCPG-C:(V) tel que P(t,x) =

@, (t) ‘Pz(k) avec supp@ € {(t,x)€ I' x Q@' ; [[(t,x)=(0,x ) || < ¢ }

ol ¢ est défini 3 la proposition 3.3.
2 s+l , n m,r,q,q' n
On a L@{u) € L ((R+, H ®™)) doncu?uéws+1 ((R+ x RY).

En itérant ce procédé on a
1 .
Yueé WZ’r’q’q GR+ x R™) pour tout s € R.

Soit maintenant P, £ W et soe R et soit 3 montrer que

P
p ©

¢ (< u) GLZ(R+, HsoﬂRn)). D'aprés le lemme de structure des éléments
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s
. .. P
de CmGR+,H T®R™M).i1 existe s'é&€ R tel que Dto

. . P
on choisit s €R tel que s + 5—3_-](8'-5)

+1

on a le résultat annoncé griace au lemme 3-1.

(¢wer’®, 8

"®™));

= s - Comme Yu & L20R+,HSGRn))

Ainsi on a démontré que a est indéfiniment dérivable au

point (O,xo).

'
' T

@© Cas q7!, q'»0, q - q'= 41. Démonstration du théoréme 1.6.

T

On utilise encore la méthode des quotients différentiels

3 partir d'une estimation a priori.

ITII.c.l. Une estimation a priori

Proposition 3.5. On suppose que l'opérateur L(t,x,Dx

les hypothéses 2,3" et 3"'. Pour tout x €Q,

po'zO tel que pour tout entier p 7P,

deux constantes C >0 et €p~> O telles que si

P»sS

ue wieTaP>s (R, x R?) avec

P>q',k

supp u =c:fkt,x)é I+ x Q; ”(t,x) - (O,XO)H < gp } on ait :

_h }
+ W%,rnus lﬁR R

1 < C { E Dh Lu
” u’::fﬁ?ismx any e (LI E el

’Dt) vérifie
il existe un entier

et pour tout s € R i1l existe

Démonstration. Par transformation de Fourier tangentielle on est

ramené 3 l'étude de l'opérateur différentiel ordinaire

L(xo,E, Dt) = Z::

|| +j<m
rla|+r i>rr'!

.(0,x )tk+q'|al+qj £
i 7o

—
e

rm——eae. N
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1°) Etude pour 1£| > A (A>0 sera fixé ultérieurement).

Pour £ fixé dans R" avec |£&] > A on se propose d'étudier
L(xo,i,Dt) sur l'intervalle [0,6[ .

Pour cela on recouvre cet intervalle par [Q,TIE et.]TZ,S[ od

-1
= q' ¢ ¢ § > > >
T, Gi | €] avec 0« SZ< Sl' (s o, 51 0 et 62 0 sont
choisis ultérieurement au cours des calculs).
a) Etude sur [0,11[ .
D'aprés [\] les conditions 2, 3" et 3"' montrant qu'il

existe un entier P, >0 tel que pour tout pf;po, entier, il existe

une constante Cp> 0 telle que si v e‘w?’§(m+ x R®) on a
b

p < O It P
) 2 a«lg)yh 9

h=o0 rlo]+r'j<re!’
-h
+s
<o faden T Tt
P p=0

¢o+élal+jnt+jv||22
L°0R,)

2
ol 2,
L (R+)

En remarquant que les conditions 1 2,2' et 3" impliquent

des propriétés de régulatés pour l'opérateur

m-r a_ . (0,x ) . .
M(t,D ) - Z O,J+r o th D J
t =0 ao,r(o,xo) t
on a
p-h p-h
p m-r =S . o 2 P S
a+lgl?y ¢ pP(e3pd (1. v)) < ¢ Y(+|z 2y 6 Iip® MoL. v
t t 1 2 — t 1 2
h=0 j=o0 L GR+) h=o L GR+)

En regroupant ces inégalités on obtient
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T d . .
ol T oa+lel? l|ta+éla|+3 D:+J(tqlni 0|2
h=o r|a|+r'j<rr' =0

P 2 ol Els

@,

Pl s
< ot §asley F T din il ?, slln Pasmer vl 2, )
h=o L°®R,) L (®R,)

-+

On montre alors que, pour tout n > O il existe

61> 0 et A > 0 tel que si supp v C'[b,TIE on a :

P 2)2~h,s

Y (1+]g]| ”D:(L-MQLI)VIIZZ

h=o L (m+

< s 2 |a|+%§3+s o+8|al+j _h+j ql. &y
L § ) T a+lgl) I ¢ T eV v,

h=o r|a|+r'j§rr' =0 LR,
On en déduit que si |E|> A et si supp v C [O,Tl[ :

P m-r E:—+s+|d . . .

) ) aelerny T hpelale g et gy
h=o |a|+r'j<rr' 2=o L7(R))

PCh. o
h 2
< cC E a+lglsh 9 o, vl , 1.
h=o0 L°(R )

b) Etude sur JTZ,GE

1
On note 12 = 62I£|q avec 0< 62< 61 et on étudie

l'opérateur L(xo,E,Dt) de Hm+p(T2,6) dans HP(TZ,G)
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_1/

-1y
Dans 1'équation h 2 L v = 4 é

1 1 \]
S - 14 il B
g1

ol h(E,t)

on fait le changement de variables défini par

h(g,t)dt = dy

m-
et le changement de fonctions : W(y) = h tk+qmv(t)

N N—

fl(x) = h “f(t).

On est alors ramené 3 l1'@tude d'une équation différentielle

(R+)

ordinaire 3 coefficients par variables " (cf [{l ) et on obtient
> 2ys+lal  k+ai+q'[al, g, 2 208 1l
(+gl) t p v llT, <o+l vl 2
a|+j<m , L GR+) .
r|a +r'j>rr’

si supp v C ]Tz,é[

Ensuite par récurrence sur p €N on obtient
LR . .
P . 5Tg T k+aira’el j+n
) ) (+gl%) lle t
h=o |a|+j<m
rla|+z'j>rr’ -

S toall 2
< o FadgdT T oty

h=o0 L GR+)

'2
v i} L2 (R,,_)

¢) Etude surjiO, 5[

En utilisant les fonctions d>] et ¢, définies au

et en utilisant la méme mé&thode on a

-h
o]l 2 < o SF ot

2 2
m,T,P,S - L)y (I+1ET) D L v }
wq,q'k,i (0,6) hzo ] i t HL?-(rR+)

m,T,P,S

our v € W
P q,q9'k

(0,8) avec supp Vv C;EQ,SE
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2°) Etude pour |&]<g

Soit EoéiRn fixé avec lgoii A, Pour tout EGRH “tel que

l&] <A on a

) 2
112 preay L R BUE 7 Tt 8 0l , )
q,9',k, glo 4,95k, & (0,9 h=o L®)

d'od, en utilisant des formules de Taylor,
p—h

“z <‘c{ asle]d 3 ln‘m, n>vn +||v|| }
q,9q ,k 5

3°) Fin de la démonstration de la proposition 3.5

m;r,p,s
9,9',k

A k3 -
en appliquant les inégalités précédentes 3 u(t,f) et en intégrant

Si 1'on prend u € W (R, x R™) avec supp u Cl0,8|x m™

par rapport 3 £<R" on a

Hm < ¢ fIID L(x_,t,D_,D)v|| s+R30
aP:S - ’ 2 r n
Voraie ®ex By h=o LR, ,H R )
el oo
Wq:q:,i ®, x R™)

On passe au cas des coefficients variables en utilisant

le lemme 2.1 et des inégalités de Hardy et ainsi on ala proposition 3.5.

III.C.2. Régularité partielle

m,r,P,S

Proposition 3.6. Si u € W
£ q9,9',k

(m+x mn) avec h

supp u < {(e,x) @1, x 2 5 lce,x) - 0,x )] < ng oF si

p-h
Dh 2

+s+1
¢ Lu €L” (R, H @

(Rn)) pour 0<Lh <p alors
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m,r,p,s+l

q,Q',k (T‘R X[R )

u&Ew N

Démonstration On applique la méthode des quotients différentiels

tangentiels 3 partir de l'estimation a priori de la proposition 3.5.

III.C.3. Démonstration du théoréme 1.6.

Soit u C(I,,D'(R)) tel que L u € C (I, x Q') et soit
(e > x )€ I x Q'. On doit montrer que u est indéfiniment diffé-

rentiable au point (to, xo).

Pour t, # 0 le résultat est classique puisque l'opérateur

L est elliptique en tout point (t,x) pour lequel t # O.

Si t, = 0, soit V un voisinage ouvert de (O,Xo) avec

v € I', x Q' et soit ¢ € i)(I; x Q') avec ¢ = 1 sur V.

D'aprés le lemme 2.4, pour tout p entier > 0 il existe

s €R tel que ¢ u € WZ r,p, (R x R®). En particulier pour tout
? ’
YeDWV) Qu=9s uew’g’;,i’s (R, x R")
b 2

-~

Choisissons pzlpo ol p, est l'entier associé 3 X dans 1la
proposition 3.6 et Y€ D(V) de la forme Lpl(t) i-(? (x) ‘avec
supp Y ¢ { (¢, x)€R_x R | (e, x) (0,x )ll < € E On vérifie alors

que D L(Qu)éL (lR Ha +S+1(\R )) pour 0<h<op.

I1 en résulte :Pue wm,r,p,s+l(m

n . - -
x R ; en itérant le procéde
q,q9',k + ) P

m’r’p’s

on a : Yue Wq,q',k

R, x R™) pour tout s €R.

m,r s n © n e .
Comme J;Lo Wq:q:?i (R+x R CC (m+ x R") on en déduit
que u est indéfin?ment différentiable au point (O,Xo); d'old le théo-

réme 1.6.
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IV. REMARQUES.

Remarque 1. Lorsque nous sommes dans la classe décrite en C l'opéra-

teur L(t,x,Dx,Dt) peut &tre hypoelliptique. Par exemple lorsque
k = - qr = - m l'opérateur entre dans la classe &tudiée par

dans [4] on a alors le résultat suivant :

Si ¢’>1 et si les conditions 1, 2 et 2' sont satisfaites

alors L(t,x,Dx,Dt) est hypoelliptique.

Remarque 2. Pour les opérateurs du type B, on montre que lorsque les

coefficients possé&dent une propriété d'anmalyticité il n'y a pas hypo-
ellipticité 3 partir d'un espace de distributions qui ne sont pas C¥

dans la direction normale.

La démonstration consiste 3 employer les méthodes utilisées
par Helffer -Zuily dans [6]et par Bolley = Camus - Helffer dans [f]

pour l'opérateur Ll(t’x’Dx’Dt) et 3 remarquer que l'opérateur

”n

L(t,x,Dx,D )y - L](t,x,Dx,Dt) est " suffisamment dégénéré pour ne

t

pas perturber la méthode.

V. Extensions 3 d'autres classes d'opérateurs

1°) On peut considérer des opérateurs de la forme

L(t,x’Dx’Dt) = X aa'(t,X) t[-k+qj+q']a|]n°§(( Dtj
lal+jgm J

ol [k+qj+q']a|] désigne le plus petit entier > O supérieur ou

égal 3 k + qf + q'|a| .
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On introduit un opérateur principal associé

WA k+qi+q'|alja | ]
= a_.(t t D° D
!al+§5m aj (%) Xt

k+qi+q'la| € W
et les conditions 2,3 (ou 2,3' ou 2,3",3"') portent surd>.

2°) Dans les cas B ou C, c'est 3 dire lorsque q>1 et q' >0

on peut considérer des opérateurs de la forme

S—

) ay ;(t,x) tk+qj+q'!°"D°‘ pd x )

Laj o]
< D¢ L(t,x)t DX Dt

a
. o]
rlal+c'jorr! rlaf+rjerr!

la|+j<m

= L(t’x’DX’Dt) + Q(tyanst )’

t

1q forme desﬂuj devant &étre :

2' k + 'r' + ( - 1 E')- Si - l£'>1
aj q ¢ - a 2] a-q'2 7

1
3 7 -'£<
aj =0+ Slal+ j si q-q'Z <1

avec 0 = k + (q-1)r et § = q'f.(q-l)

Les conditions 3' ou 3" et 3"' portent alors sur

1'opérateur<£1(x,Dx,Dt) =L, (x,D,D.) + Q(0,x,D_,D.)
VI.EXEMPLES.
@ 1°. L'opérateur t D% sz + 1 D vérifie les conditions
t

1, 2 et 3 pour t> 0, il est donc partiellement hypoelliptique sur

1
IR+len(q=§,q'=0,k=O)



XV-28

- SN2 . o s es .
2°. L'opérateur Dt + t DX2 + 1 Dx vérifie les conditions

1,2 et 3 pour t5 0, il est donc partiellement hypoelliptique sur

1
R+ xR . (q = 7 q' =1, k = 1).

1°. L'opérateur ¢’ Di + t D:: + t3D12: + D}z{ vérifie les

conditions 1,2,2',3' pour t >0, il est donc partiellement hypo-

elliptique (on am =4, r =r' =2 q=2q' =

- 1).

Nl—
o~
]

2°) En tenant compte de ce qui a &té dit au V on a le méme

résultat pour

7 4 4 3.2 2 2

tDt+th+tDt+Dx+t Dt+Dx
3
car t2D + D = t[ﬂ]D + D
t X t X
o ' = 3 2 2 . . .
3°) L'opérateur t Dt + Dx + it Dt est aussl partiellement
hypoelliptique sur m+ x R" . On a q =2, q' = %, m=27r'"=2e¢etr =
k ==-1).
4 4 8 4 2 2 2
! a -
@ L'opérateur L =t D " + t D +D " + t” D
est partiellement hypoelliptique sur R+ x R". Ici on a m = &4
r=1' =2=2 q=2,q' =3, k= -4,
D'aprés V on obtient que l'opérateur
L = t4 D4 + t8D4 + D2 + t2D2 + AD
t X t X X

est partiellement hypoelliptique sur R, x R™ si A # +(2n+1),neN.
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