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THEORIE SPECTRALE
D'UNE CLASSE D'OPCRATEURS DIFTFERENTICLS HYPOELLIPTIQUES

Pham The Lai
Institut de Mathématiques et d'Informatique
Université de Nantes
B. P. 1044 - 44037 Nantes Cedex - France

.
»

§ 1. - INTRODUCTION

'Nous considérons dans ce travail un opefateur différentiel
a(x,D) d'ordre m défini Sur un ouvert connexe .sz de R", dont
le;s' coefficients. sqnf réguliers. Noi:s supposons que a(x,D) appar-
tient @ une classe d'opérateurs différentiels hypoelliptiques qui
sont décrits au § 2 3 1'aide d'une paire de fonctions poids intro-
duite par R. Beals et C. Fefferman (3). |

Nous supposons ainsi que a(x,D) est formellement auté-adjoint
et que, par normalisation, Re a(x,f) + + « lorsque |g]| + + =
pour tout X e Q . | |

~ Considérons une réaliéation aUto-adjointé A de a(x,D) dans
Lz(Q) (semi-bornée ou non) et soit A= j t dE(t) sa résolution
spéctralé.

Nous montrons que, pour t e¢ R , la projection ortﬁogonale E(t)
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a un noyau e (x,y) qui est (?Qfﬂ X ) ; cec noyau est la fonction
spectrale ; nous décrivons pour simplifier sa restriction i la dia-
gonale : |
lorsque t =+ - @ , nous montrons que et(x,xj est @ décroissance
rapide uniformément sur chaque compact de £ -
lorsque t =+ + @ , nous la comparons avec la fonction :
(1.1 e, (Xx,X) = (2" f dg
Re a(x,&)<t

qui sera le terme principal, le reste &tant précisé i 1'aide d'un
réel & > 0 qui, en pratique, est déterminé par la donnée de
a(x,D) (8 est défini au § 2 par (2.8)).

Le résultat, lorsque t =+ + @ , est le suivént,_valable pour

tout X € R

(1.2) e = (1+ t%0()e, (x) tee

pour tout 0<6<1/2. _

(1.1) est obtenu par la-méthdde de S. Agmon et Y. Kannai, qui
consiste 3 €tudier un développement asymptotique du noyau de la ré-
solvante de A en dehors d'une région parabolique et en déduire
(1.2) par une formule taubérienne de A. Pleijel..

Nous obtenons donc aussi dans ce travail un développement asymp-
totique concernant la résolvante. I1 redomne, avec les mémes préci-
sions, les développements des cas connus elliptiques (cf. (1), (4),
‘ng)) ou semi-elliptiques (cf. (7)).

Signalons que N. Nilsson dans (11) a obtenu (1.2), avec seule-
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ment un reste logarithmique, dans le cas od a(x,D) est formelle-
ment hypoelliptique. Bien entendu, dans le cas elliptidue, on sait
que L. Hormander (cf. (6)) a donné 1la meilleure estimation avec
6=1, & é&tant égale 3 1/m dans le cas elliptique.

Par nos méthodes, il n'est pas difficile de voir que (1.1) est
valable pour 0 <0 <1, si 1'on suppose en plus que Re a(x,§)

a des cocfficients constants.

Le plan de ce travail est le suivant :

Au § 2, nous donnons une description de la classe d'opérateurs
que nous considérons. Nous y donnons divers exemples permettant
d'illustrer (1.2).

Au § 3, nous rassemblons les lemmes technidues‘concernant les
majorations d'une paramétrix approchée de A - A .-

Au § 4, nous donnons le développement asymptotique du noyau de
1a résolvante (A - A)-‘ » lorsque A parcourt hors d'une région
pﬁrabolique.

Au § 5, nous donnons les résultais concernant-la fonction spec-
trale. Le résultat (1.2) est le corollaire 5.4 de ce paragraphe.

I1 y a deux appendices. L'appendice A sert 2 prouver un résul-
tat de régularité locale d'une classe d'opérateurs (pseudo) diffé-
rentiels @ laquelle a(x,D) appartient. L'appendice B rappelle
wn résultat de N. Nilsson concernant la fonction définie par (1.1)
et prouve quelques résultats techniques d'une intégraie de Stieljés
1iée 3 la résolvante,

Nous remercions le '"referee'" de la commmication du travail de



XIV-4
A Tsutswi (14) cot auteur Studie le noyau de la résolvante et
la fonction spcctralc d'une classe d'opcratcur différentiel hypo- -
elliptique proche de la classe (P, 6) de L. Hérmander et donne

seulement un encadrement de 1a fonction spectrale.

§ 2. - UNE CLASSE D'OPERATEUR DIFFERENTIEL HYPOELLIPTIQUE

Nous considérons un opérateur différentiel d'ordre m ,
a(x,Dj.= T aa(x)D“ (*),’défini sur wn ouvert connexe R de R" ,
dont les coefficients sont C?“(Q) , bornés, ainsi que toutes les
dérivées. Rappelons que, suivant L. Hormander, a(x,D) est dit

hypoelliptique si
supp sing a(x,D)u = supp singu  u ¢ V(@) .

Dans le cas 4'un opérateur P(D) & coefficients constants
d'ordre m , on sait que 1'hypoellipticité de P(D) entraine
l'existence d'un réel & vérifiant 0 < & < 1/m et une constante

C> 0 tels que :
TR | IR GOl alll

pour tout £ ¢ r" , G multi-indicef

" Dans le travail (11) de N. Nilsson, cet auteur considére un
operateur a(x,D) tel qu 11 existe un polyndme P (§) hypoelllp-
' ‘tique de méme force, au sens de L. Hornmnder, que le POlynome en

(*) Avee fa notation usuelle

a R W (_i"a)n _ -
D" = (-1"57(—) °ee EX; pour o = (al’f?"c‘nJ
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£, a(x,8) , pour tout X e Q . Un tel opérateur est dit formel-
lement hypoelliptique et dc type P . On sait qu'il est hypoellip-
tique. |

Nous considérons ici le cas ou a(x,D) ‘h'est par nécessaire-
ment formcllement hypoelliptique ; }cela pemmet de traiter des
opérateurs qui possédent des types de dégénérescence forte (par
excmple, Voir l'éxemple 4 de ce paragraphe).

Dans (2), R. Beals a prouvé 1'hypoellipticité d‘'une classe
d'opérateur pseudo-différentiel vérifiant des conditions de domi-
nation (analogues 3 celles de (2.1)) exprimées 3 1'aide d'une paire
de fonctions poids ¢ , ¢ , introduites dans (3) par R. Beals et
C. Feffcrman.

Rappclons ici les hypothéses concernant ¢ , ¢ . Deux fonc-
tions continues sur R' xR, ¢(x,E) , ~_ ¢ (x,E) , sont dites
une paire de fonctions poids s'il existe des constantes 0<e <1,

0 <u< 1, des constantes génériques c, C telles qué :

. _ 2.1/2 Ze ,
(1) Lc 2 o(x,E) 20> = (1+ [E]D) s C<B> % < o(x,E) <C
(1)  c<p! £ ¢(x,8) ¢ (x,E)

(iii) ¢(x,8)/ ¢ (x,8) = (v,€)/ ¢ (y,E) lorsque <& = <n>
(o) A =B signifie que c < A/B < ().

(iV) ¢(xsg) = ¢(st) et ‘P (X’E) =y (y’g) 10rsqgé
ly - xl £ce(x,8) et |n-E&]<Co(x,E) .

A 1'aide de ¢, ¢ , nous faisons les hypothé&ses suivantes sur
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le symbole a(x,g) de a(x,D) P
(I) I1 cxiste m' > 0 tcl que, pour tout compact ocC  , il

existe unc constante C > 0 telle quc' :
m' . * .
- C<e>" < [Re a(x,8)]

pour X € O , EeR, |l >2cC.
(II) Pour tout compact 0 CQ , tout a, B multi-indice, il

existe une constante C > 0 telle que :
|380fa(x,8)| < ClRe a(x,6) o712l o8]

péuf XeO, EeR, |gl2cC.

Un tel opéfateur est hypoelliptique d'apré's R. Beals.

Pour simplifier 1'énoncé, nous dirons qu'une propaldté CPO(x,£)
eAi vnaie géndriquement si pour tout compact o C @ , il existe
C>0 telle que P(x,&) soit vérifiée pour xe o, |E|2C.
Si 1'énoncé fait intei'venir des constantes, ces constantes dépen-

dent de 0o .

REMARQUE. - Comme les résultats qui vont intéresser sont de carac-
tére local, il est évidemment possible de consi_défer une paire de
fonctions poids ¢ , ¢ , continues sur & X R et satisfaisant
les hypothdses (i), (iv) génériquement. Mais une réduction clas-
sique (cf? (_2_5) du local au global montfe que 1'on peut se rame-.
ner 23 R xR . '

Notons < , > 1le produit scalaire dans L2 ()]
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<u,v> = fnu(x)vixidx .

Nous ferons, dans toute la suite, 1'hypothdse que a(x,D) est

formellcment auto-adjoint, c'est-a-direc :
<a(.,Du.v> = <u, a(.,Dwn

pour u, Ve DQ) ),

On peut alors &crire :.
a(x,D) = a (x,D) + a (x,D)

od le symtole de a (x,D) est a (x,£) = Re a(x,f) et le symbole
de 3 (X,D) est @
" (2.2) a (x,£) =i Im a(x,E) 5% I &lr azn‘; a(x,g) .
Alors, (2.2) et les hypothéses (i), (II) prouvent qué 1'on a,

génériquement :
(2.3) |95 e, (x,8)] < Caslao(x,g)lq)"lul"l«,-IBI-—] .

" Alors (2.3) et les mémes hypothdses prouvent que 1'on a, géné-

riquement :
(2.4) 'lang{ao x| 2 Cgla (x,£)]¢7 10l «p"m .

| En vertu de (2.3), (2.4) ; de 1'hypothése (I) et de la connexi-

té de Q@ , alors, oubien a (x£) a pour limite + , ou bien

e ——— a——— .

()) D) est L'espace de L. Schurantz des fonctions é”(g) a
' supponrt compact.
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a,(x,8) a pour limite - « , lorsque |E] + » pour tout x e Q.
On pcut donc supposer que, pour tout X e

(2.5) 1lim ao(x,E) =+ @,
. | gt

Quitte 3 remplacer A par A + cte , on peut supposer aussi

que :
(2.6) - 1< a (x,8)

pour x ¢, & e R" .
On trouvera 3 1'appendice A le résultat de régularité local
suivant concernant a(x,D) : pour toute fonction n e Q) , il

existe une constante C > 0 telle que :

(2.7 lnul v < c(latx,D)ul, + lul )

pour tout u e L,(Q) tel que' a(x,D)u € L,(@) (o0 m' est le
réel > 0 donné par 1'hypothése (I).
Dans. (2.7), | |, pour s réel, désigne 1a norme de‘l'espace

de Sobolev usuel- HSGRn) .

REMARQUE. - Le résultat (2.6) est bien connu lorsque le symbole

a(x,€) appartient 2 la classe Sp’6 de L. Hérmander (cf. (5)).

- Dans 1'introduction nous avons fait intervenir dans 1'énoncé
du principal résultat un réel positif & . Il est défini comme 1la

neilleuré constante > 0 telle que':

(2.8) a,(x,6)° < Co(x,8) @ (x,E)
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pour tout X e Q, EeR" .
L'hypothése (ii) ct le fait que a(x,D) est un oplrateur dif-

férenticl d'ordre m prouvent que 8 vérifie

<6<

Sl
gl

(2.9)

Pour illustrer le résultat (1.2), nous donnons différents exem-

ples suivants :

EXEMPLES. - 1) Si a(x,D) est elliptique d'ordre m, on a

) =711' et le résultat annoncé est bien conmu (cf. M, @, Q2).
En fait, d'aprés (6), on a le résultat optimal avec © = 1 , sur
la diagonale x =Y .

2) Dans (7), Y. Kannai a &tudié des opérateurs semi-
-elliptiques (ol quasi-elliptiques). A cause de la non-invariance
des définitions par changement de variable, nouS nous restreignons
j¢i 8 rappeler la définition dans le cas 2 =R" .

A la place de l'entier m , donnons un multi-indice d'entiers

positifs m = (ml,,..,mn) et pour un multi-indice « , notons :

!a :m| = kgl ak/mk"

Soit a(x‘,D) = Z aa(x)Da . Alors l.a partie semi-princi-
pale de a(x,D) esz',mpsé-; définition, 1'opérateur
a'(x,D) = )) | aa(x)Da . On dit,alofs que a(x,Dj est é_emi—
elliptique 33115—19 si a'(x,g) #0 pouf £ eR -0, pour tout
xef .

Alors, nous avons les résultats (2.10) et (2.11) avec



.10 § = inf — .,
(2.10) ‘ln e

En fait, si nous posons :

n ka\6/2
I3

(2.1 eW,8) = {1+ kzl L D oe(x,E) =1

i1 est facile de voir que 1'hypothése (I) est vérifiée pour
m = iﬂf m et 1'hypothése (II) est vérifie pour la paire de
fonctions poids (2.11).

Comme

2
l mk)l/Z

n
fax,8)| < c(1 + kil &,

(2.8) est réalisée avec § donné par (2,11).‘0n a donc le résul-
tat (1.2).
'Si nous supposons de plus que 'ao(x,D),- a'(x,D) ne contient

pas de termes de dérivation D pour
1 - 8 <.|d tm| <1
alors, dans (1.1), on peut remplacgr eo,t(x,x) par :
el (X = (M7 [y pyer €5

nous retrouvons le résultat principal de Y. Kannai.

3) si a(x,D) est formellement hypoelliptique et de
type P , on peut choisir § &gal 3@ la meilleure constante don-
nant (2;1) et vérifier les hypothéses (I) (II) avec la paire de

fonctions poids
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0,6 = (1P + 1% 5 ex,E) =1 .

Alors le résultat (1.2) améliore le résultat de N. Nilsson.

En fait, N. Nilsson donne seulement 1'estimation logarithmique

du reste :
- e () = [1+ (log 70y (1)t

4) Un exemple d'opCrateur a(x,D) qui est hypoellip-

tique sans &tre formellement hypoelliptique est le suivant :

a(x,D) = |x|*P(D) + QM)

ot k est entier >0 et P, Q deux polyndmes hypoeliiptiques.
- dc mCme signe.
. C'est le type classique d'un opérateur non formellement hypo-
elliptique : en effet, en tout point x # 0 , a(x,D) est de
ééme force que P et a 1'origine, 1'op€rateur dégénére et a la
force Q. _

Supposons pour simplifier que P et Q sont posififs.

Comme P et Q sont hypoelliptiques, il existe r > 0 ,
s>0 et m'> 0 tels que :
la%P| < cE) + py7lel
2% < CE + 7S ;.
(2.13) g .

c<e>" < Q&)

|g] assez grand.
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En utilisant 1'ihégaiité, valable pour 0 <8< 1:
x| 22079 < a(x, 0P (P(8)/Q(e))®

(qui découle inmédiatement de |x|2kP(g) < a(x,8) et

Q(E) < a(x,£)) il est aisé de montrer, d'aprés (2.12) et (2.13),
que 1'015 a: |
(2.14) |aipfacx,8)| < Calx,£)<e>=? 1ol cg>0 ' 18]

avec :

p=inf (r,8) ; o' =4k -
Si nous supposons que :
p-=p' >0
(2.14) montre.qu'avec':' la- paire de fonctions poids
$(X,E) = <6® 3 e(x,8) = <&7°

.nbus vérifions les hypothéses (I) et (II).
) . : : . - . '
Comme (2.8) est réalisée avec & =-Q—iril- , on a le résultat

(1.2) avec cette valeur de § .

- § 3, - LEMMES CONCERNANT UNE PARAMETRIX APPROCHEE DE A - A
Nous faisons dans toute la suite les hypothéses du § 1 concer-
nant a(x,D) . Nous allons construire une approximation'd'uné pa-

ramétrix 2 droite de A - A .
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Pour A €R_ , notons :
a, (x,8) = a_(x,£) - A,

Suivant le schéma classique de L. HSmmander (cf. (5)), nous

construisons wne suite de symboles b_ ,(X,E), Dy 156005 D: 1,00
o, 1,A JoA?

cn résolvant par récurrence, génériquement, les Equations :

3.1 | a)\bo,x =1
(3.2) bj,x
. 1 .a 1 .a
= =b ( Z - 9.a ch + z 9.a Dub ) .
0527 g 4=y O TETOT A T e ol “g%17%72,)
0<2<]j 0<2<]

LEME 3.1. - On a géniniquement, pour fous mulii-indices o, B
et tout j 20:

. 2j+|al+|8] s _
(5.3) 1930fb, Wl <o 1O T Ib sa0 1™ ey iglol oIl

X J,

pour tout AER, .

Preuve : Pour j = 0, il est aisé de voir que 1l'on a :
, k 1 1
a

3.4) 0% =7 c“]"'“ b %08 ap (a"knBk b
3.4) E7x70,A Bl --Bk 0,AY E "X T0770,A *°° 3 3B 0,A

ol la sommation est prise pour

G.5) 1<k<|af +18] ; @' +. oo +d=0a; gle...+p8=03.

En utilisant (2.4) et (3.4), nous obtenons (3.3) pour j =0.
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Ensuite (2.3), (3.2) et (3.3) pour j = 0 donnent
2 k -1
lb],kl .ﬁ Clbo’l|(§ lbo’kaol )(¢ ‘P) .

En dérivant (3.2), une récurrence sur la| + |B| prouve que
(3.3) est vrai pour j =1 . De la méme maniére, pour une récur-

rence sur j on démontre le lemme.

REMARQUE. - Le résultat (3.3) est vrai, que a(x,D) soit diffé--

rentiel ou pscudo-différentiel.

En utilisant le fait que a(x,D) est différentiel d'ordre m ,
on peut préciser (3.3) pér la suivante :
I
2j+la +|B|
k=[_j+__-g-l-]+l
m

. Dans (3.3)', nous avons noté Ed le plus grand entier < x

anB
.3’ langbj,A

k -3,- -
s clb, o b, s2, 1"} (0¥ ¢ lal o-l8l

lorsque X est > 0 et la convention [0] = 0.
Cette amélioration est importante pour la suite.
Montrons que (3.3)' est vraie pour j =0 .
Utilisons (3.4) avec la sommation (3.5).
Comme aj est différentiel d'ordre m , les longueurs
{ail > m dans la sommation (3.5) domnent des dérivées en & nul-

les ; par conséquent

(3.6) ['—;l-] <k<lof + 8l



XIV-15

. : Q B
car si k< [Lﬁl] , On aurait
et lal
L, 1l <n (Bl el
i=]
ce qui est contraire & la deuxicme égalité de (3.5).
Alors (3.6) domne (3.3)' pour j =0.
Commengons & prouver (3.3)' pour quel que soit j dans le cas
le| = 18] =
Dans ce cas, si j <m, d'aprés (3.3) il n'y a rien 3 prouver.
Considérons le cas j > m .
Comme a, et a; sont respectivement diffrentiels d'ordre m

et d'ordre m- 1, on voit que les sommations dans (3.2) donnant

. s'écrivent :
bj,x

(3.2)" bj_’)‘

ul+£=3 la|+2,=j-l
J-m<e<j Jmg2<j

=- bo',)\ (I ! . .?JT azaoD:bR.,k * ) Ell' azaxnzbz,g :
Alors (3.3)' est vraie, dans le cas |af = ]Bl = 0, pour
jEm+ 1 ; il suffit d'utiliser (3.2)', (2.3), (2.4) et (3.3).
On va montrer que (3.3)' est vraie, dans le cas la] = |8] =
pour m < j £ 2m par récurrence. Supposons donc que (3.3)' e
vrale pour j - 1 et prouvons qu'elle est vraie pour j .
Pour & tel'que j-m<Le<j et .a tel que Idl =3j -2,

on a:

2j .
k -
1352555051 = 19,01 1 1o jal¥ o) .
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Une majoration similaire a lieu pour le terme a,D%b

é% E 17X72,A
pour j-m<2<j et |a] =j-2-1, Donc (3.3)' est vraie,
dans lc cas |a| = |B] =0 , pour j en utilisant (3.2)°.

Par conséquent (3.3)' est vraie, dans le cas |a| = |B] =0,
pour m <j<om.

On procéde ensuite par récurrence sur h lorsque
hm < j £ (h + 1)m pour montrer que (3.3)' est vraic, dans le cas
la| = |8] = 0, pour tout j .

I1 suffit ensuite de raisonner par récurrence éur la] + |8]
par un raisonnement analogue 3 celui fait dans le éas j=0.

On a donc achevé de prouver (3.3)' .

Pour chaque j 2,0’? notons bj’k(x,D) 1'6bérateur pseudo-

. différentiel de symbole bj A(x,g) .

(3.7 by ,xDu = fo, \x,DEETTE ue D@
ol nous avons noté df = (2w)'“/2dg , <x, 8> = ¥ xE et :
: ‘ i=1

a8 = Je Py

I1 est aisé de vérifier, grice 3 (3.3), que by 5 (x,D) est
continu déle}(Q) dans £(Q) et peut &tre prcldngé en un opéra-
teur continu de 7Y (Q) dans E'(Q) . Comme dans (6), on voit
que le noyau distribution bj’l(x,y). de 'bj,l(x,D) est une
fonction C  en dehors de la diagonale de Q@ x Q .

De plus, en utilisant (3.3), 1l'hypothése (I), la propriété .

'(2.8)'et le théoréme de Fubini, il est zisé& de voir que bj,x(x,y)
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k, . ]
est de classe (C (@ *x @) si m'(1 +j6) >n + k . En particulier
bj y(X,y) est continu sur € x pour tout j 20 si m' >n,
y

Dans ce cas,. le noyau est donné par la formule :

(3.8) . bj,l(x’y)~= (277)-“ f bj,)\(x’g)e-iq{-y’E?dE .

Pour chaque x ¢ @ fixé, 1'opérateur différentiel 3 coeffi-

-

cients constants ao’x(D) obtenu 3 partir de ao(.,D) ,» les coef-
ficieﬁts pris au point x , a un symbole ao’x(g) = ao(x,g) qui
vérifie :

8%, (8] < Ca, (oIl .

Cela est évident en vertu de (2.4). A .
1Comme c<g>! < ¢(x,E) en vertu des hypothéses (i) (ii), nous

en déduisons que, pour o # 0 :

3gao’x(5) /2, () 0  lorsque lg] + += .

Donc a, x(D) est hypoelliptique, d'apres L. HSrmander (voir
-pér exemple : L. Hormander, Linear partial differential operator,

Springer Vérlag'(1963).p. 99.

Suite 3 1'introduction, considérons eo;t(x,xj :

(3.9) €, (00 = (M7 [, (o pyce & -
Comme fonction de t , elle est monotone cfoissante. D'aprés

2.5), ellé est nulle pour t< 1,

Cémmc a, (D) est hypoelliptique, nous avons, d'aprés la pro-
9
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position de 1'appendice 1, qu'il existe des constantes

Ax), r(x) > 0_ et un entier p(x) > 0 tels que :

e, t(x,x)"\a A(x)tr(x)(Log t)p(x)A t>+oo,

1'hypothése (I) et le fait que a(x,D) est différenticl d'or-

dre m montrent facilement que nous avons :

(3.10)

gl

$r(x) <or .

Dans toute Ia suite, pour deux fonctions £(A) > g(d) d'un
paramétre A vérifiant £(A) = O[g(A)] 1lorsque [A] + + =,

nous utiliserons la notations suivante par commodité :

£) =go[l] = IA[+ el

LEME 3.2. - Suppbéona m' >n.

Poun tout j > 0, Le noyau by (x,y) de b, (x,D) est conti-
nu sur x R . '

Nous avons :

” 2j+1 . s | -t e
- a[L] 7 TR og P ®ocy N
- . +

und jormEment Lorsque (xX,y) parcount o xR, o compact de
Q.

Nous avons noté dans (3.10)

d\) = dist O R,) .
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Preuve : Comme ao(x,E)'> 0 , nous avons, d'aprés un calcul

facile :
| !ﬁéocx,é) - Al 24
13,08 = 2 2 88 4,
pour A &R |
D'od ;
312 b, 6B < JAL ao(xﬁ; S

" Donc, en utilisant (2.8) et (3.12), on a, pour tout k et j

entiers > 0 :
ak-js ) .

k 0
' k A
G153 oo 3,0 ) ¥ < o[deh) a, + D"

pour A ¢ R,

. ?our {%] + 1<k, on a évidemment :

i <[]
3.14) il +r2x.
" En vertu de (2.9)(3.14) on a donc :
(3.15) . 0<k-3js<k.

On peut donc utiliser 1'inégalité classique X e x4y
(valable pour X,y 20 et 02ax< 1) pour obtenir de (3. 3,

et (3.15) la majoration qui a lieu génériquement :

e ‘}\l 2j+1 l)\"'js '
(3.16) l )‘(X E)l < C(Em] ‘ao(x’g) + lXI
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pour A éR-l- *

Conme” m' >n , on a d'aprés (3.8) :
-n
(3.17) by Ay € 2m 7 [ |y s (x,8) |dE .

Alors-(3.16), (3.17) et la proposition B.2 de 1'appendice B
donnent (3.11) car il est clair que 1l'on peut &crire, en utilisant

1a définition (3.9) :

J -y - r deo’t(x,x)
ao(x,t:) + [A] o t +|X| *

REMARQUE. - Lorsque m' n'est pas nécessairement > n , on a enco-
re (3.11) pour j tel que m'(1+ &) >n .

En effet, on voit facilement que l'on a :

L +1-36

A
| ° [
(t + AP

Comme :
6 > -1,
J m'

On peut alors utiliser la proposition B.2 de-l‘appendice B

pour obtenir (3.11) dans ce cas.

Nous avons besoin de la précision supplémentaire sur (3.11)

“lorsque Re A » + = , Notons c(x) = sup (1,p(x)) . -

LEMME 3.3, - Suﬁpowm m'>n.
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Pour Ltout j 2 0 , nous avons :

(3.11)" by a&xy)-=

23 =3j =l+r(x -
C(X)A(x) [alg\x'j'J le Jﬁ(Re A) I+ ( )(Log Re )\)P(X)Log %G(DA_ 0(1)

Al +©, AéR", ReA>1, uniformiment sur o xR", o

compact de Q.

Preuve : Au lieu de (3.16), nous avons aussi, génériquement :

23 -8
A 3]
lbj’)‘(X,E)l < C[d ) ] ja (X,8) - Af

ponc :

2j . de _(x,x)
')\ ) J -38 r 0,x\"?
lbj.’)\(x’)’)l < C[d[ ')‘l o I t - ” ®
11 suffit alors d'utiliser la proposition B.3 de 1'appendice
B ct (3.10) pour conclure. |
En dehors de la diagonale, nous allons voir que bj, 2 &)

décroit rapidement par rapport a IAI pourvu que A soit en de-

hors d'une région parabolique. Pour 0 < 8 , notons la région :
d?e={léc, Aé]R_'_ H 'EI%XITSC(1+I>‘I)BG}‘-
Alors dans la région R 1/2 » Dous avons le :

LEMME 3.4, - Soit n, n, deux fonctions de DEQ) a supports
“disjoints. Alons, poun fout j 2 0, tout multi-indice B , £'ope-
nateur nlDB.bj‘,)‘(x,D)nz' a pour noyau

¢, (x,y) = ﬂ,(X)Dibj.,A(x,y)nz(y) , qui est done 7@ x Q) :



XIVv-22
Pourn tout p > 0 , nous avons :
= |2|7P
(3.18) oY) = IAl Fo(n A ++o, 2ecR,
undformiment sun Q2 x Q

Preuve : Nous prouvons (3.18), le reste &étant évident.
Comnengons par le cas B =0,

Pour un multi-indice o , nous avons :

azei<x—y,£> - (x _‘y)aei<x-y,g> )
Si 1'on prend a tel que :
(3.19) m'(1+3js+ |a[§) >n

' il est aisé de voir que 1'on a :
. (x - Y)abj’A(X,Y) = (21\')-nf(_ -as)ﬁbj,x(x’g).el<x-y,£>dg

1c second membre &tant intégrable.

‘Nous obtenons, en utilisant (3.3)' :

| - %5, oy

e 2j+|a]+1
SC{AA] rt
J v o

(3.19) prouve que :

(3.20) B 1<sgeleh 5[3——}""—'] £l
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L'hypothdse (I) prouve qu'il existe pour tout compact o C Q une

constante Cj telle que :
- T ) . n/m'
(3.21) eo’x(t) S.COF ‘

pourtout.xeo, t>0.

De plus, il existe d > 0 telle que |x-y| >d pour
X esupp n; et n ¢ supp n, . Nous déduisons de (3.20, (3.21) et
dc 1la rémarque 1 qui suit ia proposition B.2 de 1'appendice B

pour obtenir :

- 2.’]""“!"“ —lea(d : 1
ey Gy = Il AL e Gelabey araty g

Al »+ o, X¢R_, O(1) é&tant uniforme sur @ x Q .
Nbus avons donc :

5
le|3

Al ™ 2o A] ++@, AeR

CA(X:Y) = d—la‘ |)‘l 1/2 ’

ce qui donne (3.18) en prenant |a| suffisamment grand.

~ 8i B # 0, nous prenons o tel que :
m'(1+ 36+ |a|]8) - |B] >n .

On voit alors aisément que (x - y)chbj A(x,y) est une somme
9

finie de termes de type :

g)\(x’}') = f(' ag)aDZ{bj ’)\(X,E).E‘Y'ei<x-y’E>dE '

. avec Y +y'=8 ,' le second membre &tant inté€grable.
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Utilisant de nouvecau (3.3)' et les hypothdses ¢ , ¢ , nous

obtcnons

lgx(X,Y) l
j_ﬂi'—]ﬂ-j 6= |al Gfe_m!,ﬂa-l-y—:—l-

1Al }2‘j+|al+|3|+1r t[ - L
° [eel] -
e+ AhE "

de, (x,X)

(avec 0 < € <1 donnée par 1'hypothése (i) concernant ¢ )..

En vérifiant que :

-1+ Elﬂn‘l"r ly'l <8(G + |la]) < [J__"'_m_lﬁ_l_] + 1

n
m"
noGs terminons comme auparavant.

" Pour N> 0, notons :

. N=l
R (x,D) = I by (x,D)

- - R &
(3.22)
GN)x(x:D) = (a(X,D) - X)EZQ,A(X,D) - Id .-

D'aprés les formules (3.1) et (3.2) nous voyons facilement que

le symbole de 6 ,(x,D) est donné par :
@23 6y 5000

: 1 e . 1 2%, 0% .

= 9.a D b. =T a .
j+§a|>N al ‘g% x i,A j+|a%2N—l a: TET1TXTI,A
,j<N , j<N

Dans 1le prémiér terme du second membre de (3.23), puisque
a, (x,E) est un polynSme dc degré < m en € , la sommation a lieu

pour
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j*lalzaN 3 (N-m) sjsN-1,

Nous avons noté (x) . la partie positive de x .
Donc en utilisant (2.4) et (3.3)', ce terme est majoré généri-

quement par @

k -
Clb, 5, > by el Y™ .

Dans le second terme du sccond membre de (3.20), puisque
a(x,£) est un polyndme de degré m-1 en &, la sommation 3

lieu pour
jelalz2N-1 3 N-m,<jsN-1,

Donc, en utilisant (2.3) et (3.3)', ce terme est majoré généri-
quement par la méme expression que précédenmenAt. Nous avons donc,
génériquement :

2N+m—1

&
-m
k=[ — +]+2

(3.24) |8y, (x,8) < C lbo,kaoig G o)

pour A €R, .

" Nous avons le :

. n . .
mea 3.5. - Pour N> =yg , Lo noyau &y, (x,y) de &y ,(x,D)
est continu sur Q xR _ .

Nous «avons, pour € vénifiant 0 < € S Nm'S§ - n
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3] 2 -Ne+E
s Gon = [JETT T Mo Rlee, aew,

0(1) est uniforme en x, y € 0 X BP » O compact de Q.
Preuve : Puisque N > ﬁ?x » (3.24) prouve que :
T gyt = an TN 8y (x,8)e T P

le sccond membre €tant intégrable.

Nous avons, génériquement, d'aprds (3.24) : .

(N-m)
| +]+2—N<s+1’|’3 .
l8y,\ (B | < C[ﬁl'(g)'} &
. (N-m) _
b. +2
: (3, + IA[X T

Comme

. - (N -
- &N < S[-—._._ngi]i-z

gl=

m

et 0 <e¢ <Nm'§ - n, nous pouvons utiliser 1'inégalité

x7%% < x + y pour obtenir, génériquement :

n+e

K 2N+m—1 'jN6+%y€—~ ey
oy o0l <R T Tame T

L'hypothése (i) prouve que

est intégrable, d'ol le lemme.
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§ 4. - DEVELOPPIMINT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU DE LA RESOLVANTE
Considérons maintenant une rCalisation auto-adjointe A de
a(x,D) dans L2 () . C'est par définition un opérateur auto-ad-
joint tcl que Q) € D(A) , le domaine de A , et vérifiant
Au = a(x,D)u au sens des distributions pour tout u e D(Aj .
Soit un compact o c Q@ et considérons deux fonctions T, N
de D@ , tellesque n=1 sur ¢ et t=n.
Pour N > 0 , considérons pour A éIR_!_ 1'opérateur pseudo-

différentiel :

QN’)\CX’D) = T.(/DN’A(X,D)T\ .

En vertu de (3.3) et de la définition (3.22) de Py 4 » il
' ?

~est clair que le symbole de _(PN’ y(x,D) vérifie génériquement :
B - -
15ER =B <celelemlsl

D'aprés R. Beals (cf. (2)), TPy ,(x,D) opere de L1°%(q)
loc "
dans L, () , par conséquent QN,A(X’D) opére continuement de
L,(®) dans LZFQ) . Notons QN,). ce prolongement dans L@ .
Considérons aussi 1'opérateur pseudo—différentiél, pour

AER,
4.1 7 4y ,6D) = (a(x,D) - N)Q (D) - n .
I1 est clair que Ay, 2 (D) envo.ie Q) dans DE) .

LEMVE 4.‘1. - Pour N > ?n'nW , {e noyau AN"A(x,y) de AN’A(X,D)'
est continu sur Q x Q , |
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Poun 020 < 1/2, 48 existe q > 0 4ndipendant N atellque, ":
(4.2) Ay, Goy) = ATy g, ‘e , Ae R
wrlformiment sun R >< Q.

Preuve : AN‘,A(x,D) s'écrit
AN"x(x,D) = 'r(a(3.<,D) - k)_(PN’A(x,D)n + [a(x,ﬁ) ,r]t_(j%.’l(x,D)n -n.

Nous avons nqté le commutateur :

; [a(x;l')),T] = a(x,D)t - 'ta(:é,D) .
Utilisons (3.22), nous obtenons :

(4.3) Ay 30e,D) = oy 4 (x,D)n + [a(x,D),T]g?N,.x(x,D)n .

D'aprés le lemme 3.4, le nbyau Alzl 2 (x,¥) de
?
[a(x,D),t]_(j%’k(x,D)n est (R x Q) et est majoré par |A|”P
pour tout p > 0 , pourvu que Ae ¢ﬁ1/2 , |A| assez grand.
D'aprés le lemme 3.5, puisque N > Eﬁ% , le noyau AZN.’A(x,y)

de T8y A(x,D)n est continu sur Q x Q et est majoré :

ClA l-N5(1-26)+q

lch)rsquev A 65@9 , |A] assez grand, q é&tant un réel > 0 in-
dépendant de N (oh peut prendfe par exemple q - h + (m - 1)é;s
avec h le plus entier strictement plus grand que ;?—5 ). On~
obtient ainsi 1§ lemme.

Dans les conditions du lemme précédent, on a donc :
L ’ .
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IQIAN,A(X,Y)Aldy < (:]>‘|"N‘5(1—29)+q

(4.4) _
[olty yxy)lax < ¢l

“NG(]"ZG) +q
les intégrales dans (4.4) ont licu sur les compacts de Q car T
et n ont des supports compacts, car d'aprés (4.3), le support

de AN’A(x,y) vérifie :

(4.5)  suppyy By 5 (6y) < [supp, (0] * [supp, n(y)] .

Un résultat classique de continuité dans L2 (®) prouve, d' aprag
(4.4), que AN,)\(X’D) est prolongeable en un opérateur continu
dans LZ(Q) , noté AN,X .

On va maintenant montrer qpe pour u € LZ(Q) R QN,J\“ e DA)

et 1'on a :
(4.6) An_,ku = (A- A)QN,A“‘ - mu uel, (@ .

) En effet, s1 u_ e JAY()] éonver_ge vers u dans L,(9) ,
. AN O QN,;\un ‘et nu 0 convergent‘dans LZ(Q) . Donc
(A - NQy u, converge aussi dans L,(?) en vertude (4.1).
‘ -'Co.mrne ‘A est fermé, QN,A“ € D(A) et on a (4.6).

De (4.6), on en déduit, A étant auto-adjointe :
| -1 -1
4.7 Qa - -0 " =QA-2 4y,

pour tout A& R.

-

Voici le résultat principal de ce paragraphe.

.

THEOREME 4.2. - Supposons m' > n . Powr X @R, La rdsolvante
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-l - . -
Ry = (A=2) esL wr oplrateur Lntéghal avee wi noyau RA (x,y)

continu sun Q x Q :
Ryu(x) = L RG&yudy  uel,@ .

Ry(x,y) aun dévelLoppement asymptotique hons d'une rdgion parabo-

Lque :
Ry (x,y) v Z RIRYCH2

dans Le sens suivant :

Pour € >0, i€ existe q > 0, tel que pour tout Nz%

‘. Nl : -Ne+
4.8) Ry,y) = I by ey + AT%). A v

j=o
A virifiant
1 - 5-¢
imal s | 2

uniformément Lorsque X,y € 0X 0, o compactcC Q .

Dans (4.8), Les by \(x,y) vérifient :
1 - '
(4.9) b; ,(xy) = A O og APMo(1) Al > +

0(1) est unigorme sur o xR , A vérifiant

§-¢
2

|Im A] 2 lll

De plus :

- .
Bosa (%) = (2m) J a8 - X
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el :

(4.10) by ,(x,¥) =

J+r(x)

AR (Re 77T (Log Re )PP Log X o) A+ w

A virifiant Re A > 1 et AER, , wrijonmiment sur o xR* ,
o co:;;pact de Q.

Rappelons que c(x) = sup (1,p(x)) .

Preuve : R,‘ est un opérateur continu dans - L;(Q) et 1'image
de R, estdans H;?C(Q) eﬁ vertu de (2.6). L'adjoint hilbertien
R; ést Rx', donc 1'image de R: est aussi dans H;?c(g) ]

Alors la conclusion sur le noyau de R, est une conséquence.de
1'hypothése m' >n et d'un résultat bien comu de S. Agmon et
Y. Kamnai (cf. (1)).
~I1 reste i prouver (4.8) et (4.9).

D -Soit ¢ un 'compact de Q . Considérons alors deux fonctions

T, Ne DE) Vérifiaﬂt ™M =n et n=1 sur un voisinage de o .
Avec ces données, nous avons (4.6). Comme m' >n et N _>_.1,. , les
hoyaux de Qy,, °©t AN,A sont aussi continus sur ;( Q d'aprés

les lemmes 3.2 et 4.1.

Comme QN,A(X’D) = T_(—/?q,k(st)n , nous obtenons de (4.7) :

@11 nBy NG - 1R, &yYInw)
= () fg R, (6,28, (2,y)dz

pour ‘tout X, ¥ € QaxQ, A€ER.
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Dans (4.11), nous avons noté :

N-1
Bmxum)=ijLA@J).

L'intégrale du second menbre de (4.10) est convergente 3 cause
de (4.5).- ‘

Soit d'autre part g e DO telle que T =T , ;‘ égale 3 1
sur ¢ . Alors, d'aprés (2.7), il existe une constante C > 0 telle

qué : o \ _
lul v < CClAU, + Jul ) ueDQ) .

I1 vient :
ltul g < UM = Nuly g+ Dluly . ueDO .

En remplacant dans 1'inégalité précédente u = Ry, felL,(9),
nous obtenons

(4.12) |eR, £l o0 < CTT%\T £l £ eLy@ .

Nous avons utilisé le fait bien connu que puisque A est auto-
adjoint :
1 .

‘Utilisant 1'inégalité de Sobolev, puisque m' > n :

sup Ju(x)| < lzul g,

Xeo

nous obtenons de (4.12) avec £ 1ia fonction fy s Y § o :

£, 02> By ()
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1a majoration :
sw | fR (%, z)AN A(uy)dyl TR | < €y 16 Lo
Xeo

Comme :

15,12 < [ty (2| 7a

nous utilisons encore le lemme 4.1 pour obtenir finalcment :

| vesqrd
4.13) sw | [ A(x )8 A(Z,Y)dY1 <chAl

X, Y OX0o
pour A tel que
)
malz 2T,

Al assez grand.

Alors (4.11) et (4.13) donnent (4.8).

(4.9) est immédiat en vertu du lemme 3.2 et (4;10) résulte du
lemme 3.3. |

Nous avons achevé la preuve du théoréme 4.2.

;REMARQUE. - 1) Lorsque ab(x,D) est @ coefficients constants, il
est possible d'améliorer le théoréme 4.2. En fait, la conclusion

de ce théoreme est vraie lorsque A varie dans la région

|im A 2 [All ~S+e . Cela provient esseptiellemént de 1'amélioration
suivante dans (3;3)' : on peut, danS'(S.s)f, améliorer 1es‘bornes,
de la sommation :

1+'[j_f_~_‘&|_]5k_<_j+|a|+|3| )

m
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au licu de la sommation

1+[«'L‘m|ﬁ1]sks 2j + |a| + |8] .

2) Lorsque a(x,D) est elliptique, on peut remplacer
ao(x,ﬁ) ﬁar a'(x,€) . le symbole principal de a(x,£) et on a
dans cc cas ¢ =~% , mM=m, rix) = % et p(x) =0..
Alors le résultat du théoreme 4.2 dans le cas diagonal x =y
est bien comu (cf. (1), (4, (12)).
Les estimations de (4.10), en dehors d'un région parabolique,
semblent &tre nouvelles méme dans ce cas elliptique: Dans G.

Eskin (4), on trouve des estimations plus fiables, le terme

a
Log (3%X§) étant remplacé par (%%X;) » @ >0 arbitraire.

3) Lorsque a(x,D) est semi-elliptique, dans la situa-
tion décrite au § 2, exemple 2, on a vu que 6 = iﬁf-l- s
'=.nf . .
m 1k m

11 est possible de voir que 1l'on a :

=]

1
- =0.
1 ™ p(_x).

Si nous supposoﬁs qué ao(x,D) - a'(x,D) ne‘contiént pas de

r(x) =
k

o~

termes de dérivation D* pour 1 -6 < |a : m| <1, nous pouvons
encorc remplacer ao(x,E) par a'(x,g) et (4.8), dans le cas
diagonal x =y , redonne les résultats de Y. Kannai (7) concer-

nant le noyau de la résolvante.

4) Le théoréme 4.2 est nouveau méme dans le cas formel-
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jement hypoclliptiquc traité par N. Nilsson (11).
Pour la classe d'oplratcurs traitée par A. Tsutsumi (lﬂ)) le
théotme 4.2 énoncé sur 1'axe réel négatif redonne, avec des pré-

cisions supplémentaires, le résultat de cet auteur.

5) Considérons pour k entier > 0 , un itéré A de

A . AF  est donc une réalisation auto-adjointe dans L,@) de

I1 est facile de vérifier, grice & (2.4) que 1'on a :
k k - -
(2.4)' IagDiao(x,é;)l < Claocx’g)w lalqp |8] .

Si nous posons b'(x,E) = al;(x,i) et b"(x,8) = b(x,8) - b'(x,8),

51 est facile de vérifier, grice 3 (2.3) et (2.4) que 1'on a :

(2.3)" 1538 (x,B) | < Clatix, ) o7 Ie1T o7 IBI-1

De (2.3)' et (2.4)', nous voyons que nous pouvons utiliser la

Proposition de 1'appendice A pour b(x,D) qui donne, pour tout

x et ne DO
k
(4.11) l'ﬂulkml s C(|AMul, + lul) .

Aloré au lieu de considérer b (x,£) = Re b(x,gj R
bi(x’g) = i Im b(x,E) , nous pouvons les remplacer respectivement
par b'(x,8) = ?E(x,g) et b"(x,€) . I1 est aisé de voir que tous
jes résultats obtenus sont valables avec la décomposition b' ,

bﬂ o
Naturellement. (2.8) est remplacé par
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(2.8)" - b0 < coE e o,E) .

Donc, dans 1'Cnonc€ du théordme 4.2, nous devons remplacer 6

par' % . De méme, les quantités’ m, m', 1(x); r(x), p(x) sont
rémplacéés respectivement par mk, m'k, knp(x)A(x), k"lr(x), p(x)
Par congéqtlcnt si a(x,D) ecst tel que m' n'est pas nécessai-
rement plus grand que n ,' nous pouvons toujours considérer un
itéré H(a(x,D))k de a(x,D) , avec k suffisamment grand, pour
que m'k soit plus graﬁd que n pour utiliser le théoréme 42

Cette remarque sera utile pour la suite.

§ 5. - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA FONCTION SPECTRALE

A étant une réalisation auto-adjointe de a(x,D) dans LZ(Q) R
soit. {EM g sa résolution spectrale. Rappelons que E(t) ,
pour t e R, est une projection orthogonale dans Lz(Q) telle
quc{’E(s) < E(t) si st , .E(t) +0 si t+-w, E(t) ~1Id
si 't—* +o et A= '[.!R tdE(t) (au sens de [(LZ(Q)) ). _
' I1 est bien connu, pour s <t , que H(s,t) = [E(s) - E(t)JLz(Q)
: 'e'sf dans ﬁ D(Ax_() . Par conséquent, en vertu de (4.11), toute
fonction 1::; H(s,t) est C“(ﬂ) . Le lemme suivant va permettre

de majorer les dérivées de u en fonction de sa norme.

LEMME 5.1. - Supposons m' > m . Pour teR, uel (S’Z) »- E(t)u
est une fonetion (sz) Poun tout muza-mcuce o, tout p >0,

nous avons :

DE(t)u(x) = |;1'Plu|°oc1); t>-=.
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unigormément sur toul compact o C Q.

Preuve : Soit © compact & . Considérons, comme auparavant,
deux fonctions (réelles) T, n de DO telles que ™M =1 et
n = 1 sur un voisinage de 0O .

Utlllsons 1'opérateur AN t(x D) défini par (4.1) avec te R_:

(1c deml-am réel négatif) et N > E (qui sera choisi suffisamment

grand)

D'aprés le lemme 4. 1, il existe T>0 et C>0 (qui ne dé- |
pendent essentiellement que de N ) tels que le noyau An’t(x,y)
de AN,t(x,D) , (qui est continu sur Q x Q car N >% et

m' >m ), vérifie la majoration :

b

N§
(5.2) lay G| s cle] 70

pour tout X, y € @, teR_, t<-T (on peut en effet prouver,
puisque m' >n , que l'on peut prendre q = 1). |

En utilisant le principe (4.4), (5.2) prouve que lg prolongement
continu _AN,t de AN’t(x,D) dans Lz(ﬂ) a une norme majorée

par :
: | ~N§+1
(5.3) 8yl < cle™

pour teR, t<-T.

De méme, 1'opérateur QN’t(x,D) = rf/%"t(x,D)n a un noyau
'QN’t(x,y) sontinu sur Q x Q@ et vérifie, en vertu de (3.11), la
majoration : |

-1+ 2

IQN &yl scle] ™
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pour tout X, ye Q, teR_, t<-T (en augmentant au besoin
T).

Par conséquent, nous avons :

n
1+ —

.. - m
(5.5) Qe Il < Cltl
pour ‘teR_, t<-T.
Utilisant le fait que A - t est auto-adjoint pour t réel,

nous obtenons de (4.5) :
5.6 . A - A L ’b
(5.6) nu -'QN,t( tu - N, Y u € 2( ) .

Donc (5.3), (5.5) et (5.6) prouvent que 1l'on a :
. » n .

1+ —r ’
=N&+1
A= oul, 1T ] ]

> Inul j < C [ltl
pour tCR_, t<-T,
- "Pour u e H(s,t) , nous avons, en utilisant la représentation

s‘péctrale de A:
A - tyul, < (£ - s)|u], .

Comme m' > n , nous obtenons des deux derniéres majorations :

=N§+1

D el g <cdt ™ ol

pour tout ueH’(t-'e,t), t.éR_, t<-T.

l-N6+i

IA

Prenons ¢ = |t et soit h un entier positif. Nous obte-

nons facilement de (5.7) :

G.8) Inul | < cle|™*1n!/2]y]
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pour tout u e H(t - he, t) , teR_, t<-T.
En prenant h entier e [N6=1 , -1 4 1, nous obtcnons de
(5.8) : ‘
N&

- 2- + .
(5.9) : Iulo,Q < Clt] |u|o

N —

pour tout ue H(t-1,1t), teR_, t<-T,

Soit @ un multi-indice.

En utilisant (4.11) et (5.9), il existe k entier tel que :

NS, 1
...._.+.§.

sup [D%u)| < clt| 2
x€qQ

k
1A"u]
pour tout ue H(t-1,t), teR_, t<-T.
k k
Comme |A ulo,n < Clt]|T|u] pour u e H(t - 1, t), nous obte-

nons .
G100 osw pfuml <cle 2 ?

pour tout ueH(t-1,t), teR_ , t<-T.

Pour- u ¢ L,(Q) quelconque et t ¢R_, t _<_.-T , On a la

décomposition orthogonale :
E(t)u = up tu, tae

avec uieH(t-i,_t-i+1) A=1, 2, ...).

Utilisant (5..10), nous obtenons :
NS .1

© = -— +=+Ki
sw § D] sC(lE t-iv1] 202 )lul ‘
xeo i=1 . i=1 o]

Nous déduisons que E(t)u est une fonction (7 "(Q) et que 1'on



XIV-40

NS L1,
a 2 2
sup |D°E(t)u| < C|t|

|ul
Xeo °

pour t < -T . Nous obtenons alors facilement les conclusions du

lemme 5.1.

REMARQUE. - Dans le éas elliptique et formellement hypoelliptique,
N. Nilsson_(cf.'ggj, an) prouve que la décroissance est exponen-
tielle lorsque t + - < , Sa preuve utilise une solutioﬁ élémen-~
taire de a(x,D) . Nous.avons adapté, dans le 1eﬁme précédent, la
méthode de Nilsson. .
81 m' n'est par nécessairement > 1 , nous pouvons utiliser
la rémarque 5 qui suit le théoréme 4.2 et prendre un itéré
avec k assez grand ét impair. Alors en suivant les arguments

classiques, nous obtenons du lemme précédent le :

THEOREME 5.2. - Pour fout t e R, L& existe une fonction e, (x,y)
qui est 07 x Q) ztelle que e (x,.) est dans L,(®) pour tout
x e Q et telle que

E(ux) = [ e (x,y)uy)dy uel, (@, xe@

on E(u est 7(Q) .

" De plus, pour tout compact ocC Q , tout p > 0, nous avons
e, (x,y) = |t|o(1) t+ -
t 2 .
uniformément dur G x @,

Le résultat précédent prouve que et(x,y) est 3 décroissance
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rapide lorsquc t -+ - ® , Lorsque t -+ + » hous allons le compa-

rer avec la fonction :

%, e BN = B0 [, (e R

Nous savons, par la proposition B.1 de 1'appendice B, que pour

tout X e @
G e x,0 A AT log Pt

avec A(x) >0, r(x) >0 et p(x) entier 0.
Ayant noté c(x) = sup (1, p(x)) comme dans le thcoréme 4.2,

.nous avons le :
THEOREME 5.3. - Nous avons :
(5.12) e (x,y) - eo’t(x,y)

= c(A) T (Log )P (¥ £880(1) t > o

V] —

.

pour Zout © <= , uniformiment sur o x g, o compact de Q.

Preuve : Traitons d'abord le cas ot m' >n et A est auto-

adjoint > 0 . Nous suivons la méthode de S. Agmon et Y. Kannai (1).

-~

Elle consiste 3 utiliser la formule de A. Pleijel :
| 1
(5.13)  |e(xy,1) - oo jL; R, (x,Y)dA}
< Cr (RG] + RG]+ [ROX)] + RO

‘ol t>0, g=t+it et L; un contour orienté joignant 7 a

T, ne coupant par ]R+ . Rk(x,y) est, dans (3.13), le noyau de



XIV-42

la résolvante RA .

(5.13) est donné usucllement dans le cas diagonal, mais elle
s'étend en dehors de 1a diagenale de manidre évidente (cf. (4)).

Soit ¢ <~% . Nous allons utiliser (5.13) avec g =t+ it1-08

Nous avons d'abord 3 estimer le(x,y)l . Notons
B = c(OAG) .
Utilisons le lemme 3.3. Alors pour tout compact o c ' , tout
N2 1, il existe we constante C > 0 telle que :
N-1 . '
DTS2 ) e Teok:

jJ=o

=2 G (Log )P Ppog (%)

poﬁr tout XxXe o, ye R s, t >0 assez grand.
En utilisant alors (4.8) du théoréme 4.2 pour N a-sez grand,

nous obtenons une majoration analogue :
5-14) RG] < )T (Log )PP Log %

pour tout X, Yy eo, t>0 assez grand.
Examinons 7%T JL Rx(x,y)dk .
4 .
-Nous désirons prouver que pour tout compact o C  , il existe

une constante C > 0 telle que :

' (5.15) . “‘L;(RK(X’Y) = bo,k(x’)’)dAI
< CB(x)t?cx)(Log t)P'(x)t-?6

pour tout X,y eo , t> 0 assez grand.
Pour cela, nous choisissons le contour L; de la maniére sui-
vante : L_ est composé de deux segments Lé , joignant t + t'™%¢

4
. ' . 1= < .
a t+1it et t - it 83 d t-it et d'un arc de cercle Li
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joignant t + if 3 t - it , ne coupant par R,

Utilisons de nouveau (3.11)', Nous obtenons, pour j 2 1 :

]Ll lbj"A(X,Y)(D\I
c .

- t :
B rog o [ ot g et
| £1-06
I1 vient de 13 :
N-1
. 5.16 J b‘ . A
(5.16) '551 ) 3, Y)dA]

s.CB(X)t-G(]-ze)Log taatr(x)(Log )P (%) 08

(avec une constante C qui ne dépend essentiellement que de N)
n ' )
pour X e o, y eR , t>0 assez grand.

2 eq s
" Sur L; , nous utilisons (3.11) pour obtenir :

N-1 - A .
(s 1L ]Lz b5 2LV < AT ™ (Log 1Py
. I 4 :
pour X e 0, Ye Ifl ; t > 0 assez grand.
Utilisons de nouveau (4.8) avec N suffisamment grand ; en

. 1 2

1ntégran§ le reste de (4.8) sur LC et L; st tengnt compte de
(5.16) (5.17) nous obtenons (5.15).

Par la formule de Cauchy, nous avons :

..~1 . ..
(5.18) VT fL; bQ,A(X, (x,y)dx =

.
.1 . 1
éi?'fif Jo [bq,1+ie(x,Y)'-bO’T_ie(x,y)]dA-+ziT fze bq;k(x,y)dx

ol le est composé de deux segments, joignant t + itl—es 3

-
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. L 1-e8
t + 1€ et t - it a-t-ie .
Utilisons encore (3.11)' ; nous obtenons, avec C > 0 indépen-

dant de e
!fge bq,xcx,y)d?l < cBEt T (Log 1P L"-es Log (Dax .
En.intégrant, nous‘ayons :

(5.19) 'J“e bo, 10y £ BT (Log )P @7 1og ¢ |

' n
pour x €0, yeR , t>0 assez grand.
I1 est aisé de voir que 1l'on a :

. t .
1
(5.20) limoer f 1By cage (E7) = By oo Cy) ldt = .

€+0

. te~ )
P 1 . 1 _ 1 i<X';y,€>
eriL [ n hmj ( ao(x,;) -0~ 1¢ aO(x,g) -0 - i;)xe dE]dt-

(2m) e»o

D'aprcs un resultat bien connu (cf., par exemple‘ J. Milnor (8))
1! nscmble des valeurs critiques du polyndme en &£ , ao(x,g) , est
w ensemble fini (rappelons qu'une valeur z e¢ € est appelée va-
leur critique d'un polyndme P s'il existe g, ¢ R tel que
| P(go) =z et grad P(Eo) =0).

Nous en}déduisons que la fonction (en t ) eo’t(x,y) , qui est
}localement a variation bornée) est dérivable, sauf en un nombre

fini de points et de dérivées :

- a R _ g ’
.21 e oY) = (M Iao(X,E)=tel<x—y &

od M est la‘formé :
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dan(x,E) Au-= dEl A dEZ A ... A dEn

Alors (5720) (5.21) prouvent que 1l'on a :

L t :
(5.22) 153:27’3 L by, reie Xo¥Y) =By ;. (X,¥) dr
[ E I
(2m ’
Alors (5.13), (5.14), (5.15), (5.18), (5.19) et (5.22) prouvent
(5.12) dans le cas m' >n et A auto-adjoint 2 0 .

Examinons maintenant le cas ol m' < n . De maniére classique,
prenons k assez grand pour que km' >n et k pair pour que Ak
soit auto-adjointe positive. D'aprds la remarque 5 qui suit le
théorcme 4.2 et 1'Gtude asymptotique :

(5.23) e ) - @mT Jk P XY By
’ a (x,8)st

= B(X) tr(x)/k (Log tl/k)p(x) t—ea/k o(1) £+t o

Comme ek’t(x,y) est la fonction spectrale de Ak avec k

pair, rious avons pour t > 0
(5.24) e (6,y) - e (xy) = e, kGxy) -

Alors, puisque e_t(x,y) est a décroissance rapide lorsque
t + +» d'aprés le théoréme 5.2, (5.23) et (5.24) montrent que la

conclusion du théoréme 5.3 est encore valable.

" CORCLLAIRE 5.4. - Sur lLa diagonale, et(x,'x) a un compolute.meni'i
" asymptotique : '
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e (,x) = (1+ 8% U)e (x,x) to+o
_ t\ _ o,t " i
1
pour Zout O < - .
Pneuve.: I1 suffit d'utiliser (5.11) et (5.12).

REMARQUE. - Lorsque ao(x,g) est 3 coefficients constants, les
conclusions du théoréme 5.3 et du corollaire 5.4 sont valables

pour tout 6 < 1 . C'est une conséquence de la remarque 1 qui suit

le théoréme 4.2.
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APPENDICE A. - REGULARITE LOCALE D'UNC CLASSE D'OPERATEURS PSEUDO-

-~ DIFFERINTIELS INTOLELLIPTIQUES

Nous considérons une paire de fonctions poids ¢ , ¢ comme au
§2 et soit un opérateur pscudo-différentiel a(x,D) dont le symbo-

le vérific génériquement les conditions :

Gy la(x,8)| < c<&™  pour m > 0
®) |agDlatx,B)| < clax,6) 6712l 18]
@ - C<‘5>“1' < la(x,8)| pour m' > 0 .

_D'apr&s R. Beals (cf. (2)), a(x,D) est hyﬁoelliptique.
" Nous allons donner une preuve rapide de ce fait, cela nous per-
met‘d'introdui{? des ingrédients nécessaires rouf la suite.
~ Suivant le schéma classiq&e de L. HSrmander, nous construisons
un opérateur b(x,D) , paramétrix 2 gauche de a(x,D) , en résol-

vant génériquement les formules définies par récurrence :

a(;(,g)bo (x,8) =1

() |
. _ 1 e _ .
bj (X,E) = bO(X’E)o( a%sj a—r Dxaagbj_lal J 2 .

I1- est aisé de vérifier que 1'on a, génériquement :

@ 15508, (.| < Clbg | ooy TIgTlelwlel

Ceci montre, grécé a l'hypothésé (c) et les hypothéses sur ¢ ,
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¢, que lc symbole b (&,§) apparticnt i la classe ) suivante

de R. Beals ct C. Fefferman @
(3) ' by e 7@ .

Reparquons aussi que a(x,g) appartient a la classe

= .
) '

(4) a ¢ sV/Hm/ugg) |

Utilisant le calcul des o. p. d. (opérateurs pseudo-différen-

tiels)Ade (2) et (3), nous avons :

%) (§ b oa-1es®M (/)= (g

o<3<k

. A 1'aide de (5), on construit un opérateur b dont le syhmofe

) bj(x,g) et tel que ba - I est régularisant. Ceci mon-
jzo ' ' '

tre quc a(x,D) est hypoell;ptique.

est o

LEWE A1, - Powr tout t> 0, 4L existe M> 0 tel que tout o.
p. d. r(x,D) dont Le symbole "T(x,E) € S'M’-M(Q) est nZgulani-
sant a L'ondre t, c'est-a-dire :

(6) r(x,D)u Htl__°° @ si u e Lé"”' @ .

Preuve : Nous prenons :

_—’-’— !

) Poun deux nfets M, n, SUR@) est L'ensemble des symboles

a(x,€) verifiant généniquement :

et < ¢ lelemlel
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N M= [0+ +e) +em+ 1)y

avec u, € donnés par les hypothéses (i) (ii).

Pour prouver (6), On toujours supposer que'kle support en x de
r(x,£) ost compact. ‘.SOit K = supp_ r(x,8) .

Notons alors T(n,8) = (Zﬂ)mlz [ r(x,)e ok

Par intégrations par parties, nous avons :
N n,0)] €C, k00,8 ¢ e Mex,p1%lax

En utilisant les hypoth&ses (i) et (ii) sur la partie de fonc-

tions poids ¢, & , nous avons, pour tout N2 0 :
® |T(n - €, £)] < Gyen - BT <gyTTHHE
Comme 0< e <1, lavaleur (7) prouve que l'on a :
Mu/e = (Mu + n-+_1)/(1 +e) 2> 1. .

Prenons donc dans (8), N 1'entier vérifiant :

’ ' "M+n+1 M+n+1 Mu
(9) - Tgwe sN<TTEme st

" La dernidre inégalité de (9) et 1'inagalité de Peetre donnent :

(10) g e < o - T TN,

I1 vient de (8) ct (10) :

>-N( 1+e) +Mu <n>t—Mu+Ne

(1) |<prn -, & £Cn-¢

La deuxiéme inégalité de (9) et la valeur (7) de M prouvent
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que nous avons :
(12) t <Mu - Ne.

Utilisant la premidre inégalité de (9), (11) et (12), nous obte-.

nons @

<> 2(n - £, §)] < cen - &7

I1 est alors bien connu que cette dernidre indgalité prouve (6)

PROPOSITION A.2., - Soit a(x,D) un 0. p. d. dont Le symbole
a(x,8) verifie Les hypotheses (A), (B) et (C).
Siouel @ et a(xDue L@ , alors u e HC(q) .

m

>

" Preuve : A m' , choisissons tn M correspondant au lemme pré-:
cédent. Prenons alors un entier k tel que

(13) - k2M+

et notons
P (X,E) = RERLACLR

Remarquons que, grace 2 (3), Py (X,E) e s° %@ .

Soit h (x,D) wn opérateur de N(Q) dans £(q) , propre (au
sens de L. Haménder), défini par..un symbqle hy (x,€) , tel que
b (x,D) - pk(x,D) soit régularisant (c'est-3-dire de noyau
C7@ = Q) ). Avec (5), le calcul des o. p. d. de (2) et (3), 1le
choiJ;'US) de k et le lemme A.1 prouvent que 1'opérateur

hk(x,D).a(x,D) - Id estrégularisant 3 l'ordre m' .
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Donc h (x,D)a(x,Du - u e HI?C(Q)

I1 reste & plOUVCI‘ que h (x,D) , donc pk(x D) , est régulari-
sant 4 1l'ordre m' .

Pour cela, notons A(E) 1le symbole ™ . Comme, d'aprds (3),
tout symbole s°’°(si)< est régularisant 3 1l'ordre o , il reste 3
prouver que le symbole Ao °p, € s ‘@ .

Prenons h entier tel que h 2 —‘-1:- . Le calcul des o. p. d.
.prouve que 1'on a :

1

(14) Aep - |a§<h a1 9 A Dlp, « sm'/w-h, (m'/u)-higy

Le choix de h pemmet de prouver que le premier membre de (14)
et dans SO’O(Q) . Grdce aux hypothéses (i), (ii), (C) et a (2).,
11 est aisé de vérifier que a‘;
Nous conclusons que A o p, e s°*°(@) , ce qui achdve la preuve

A D::pk € SO’O(Q) .

de la proposition.
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APPENDICE B. = TONCTION SPECTRALE D'UN NMOLYNOME INTOLLLIPTIQUE

Soit P(E) un polyndme hypoelliptique de dégré m , 3 valeur
réelle pour & € R® , telle que P(§) - + » 1lorsque |&] + + =,

. t
I1 existe m' > 0 tcl que c<l-;>m < P(E) pour |E]| assez grand.

~

En ajdutant au besoin une constante, nous supposons que
]
Q) <™ <P(E) VYEeR".
Considérons la fonction spectrale associte a3 P :

e(t) = [p(eyce %

. Elle est monotone croissante en t , nulle pour t <1 .
. Rappelons que e(t) a un comportement asymptotique suivant,
lorsque t > + o

- PROPOSITION B.1 (cf. (10) et (13)). - 12 existe des nlels
A>0, >0 et un entien p2>0 Zels que :
2) a e(t) v At" (Log t)P t>+o
(£(t) v g(t) sdgnifie que 1im £(t)|g(t) = 1).

t++o
REMARQUES. - 1) Dans (10), N. Nilsson prouve seulement un encadre-
ment de é(t) et dans (11) , cet auteur signale que 1'on a (2)
sans donner de preuve. On peut trouver une préuve de (2) dans 1le
travail de Cf Smagin (cf. (13)) qui utilise un résultaﬁ de prolon-

gemenﬁ méromorphe de 1'intégrale [ P(E) Mg | d'apres
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I. N. Bernsteinf

Signalons qu'il résulte de N. Nilsson que, dans un voisinage de
+o  e(t) csF‘analytiquc réelle (de fait, comme nous 1'avons vu
au §5, ec(t) est'analytiQUe sur 1'ouvert de R complémentaire
d'un nombre fini de points). |

De maniére précise, N. Nilsson prouve qu'il existe T > 0 tel
que dqns 1'ouvert ]T, ﬁb[ » €(t) est unec somme finie de termes
.du type t (Log t) H(t) ol H(t) est la restriction 3 ]T, eo[
d'une fonction holomorphe dans |z| > T dont ia série de Laﬁrent
au voisinage de 1'infini s'@crit :

H(z) = a + Z 2%,
k=1

.. .

-fdors A, T et p donnes dans (Z) correspond au terme "prin-
c1pa1n de e(t) , t° (Log t)pCA + 2 akt k. I1 en résulte que

la dérivée e'(t) de e(t) aun pomportement asymptotique :
3) e'(t) v Bt™ T(Log )’  t o+
‘avec B = (r + p)A .

2) Remarquons aussi que (1) et le fait que P est de

dégré m entralnent que :

g

4)

< r'£;§¥ )

Nous allons déduire de (2) une majoration d'intégrales de

Stieljés li€es 3 la résolvante.
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PROPOSITION B.2. = Soit k et h deux néels vérifiant

0<h<k- ﬁ?,- . Alons, pour t >0, 2'intégrnale

h
- |.xd
Ik,h(t) - J: T de (1)

T+~
esd convengente. -
Nous avons:
(5) I (1) = A" (Log t)Po(1) tot+ow,
’ ) : .

Preuve : Comme e(t) est nulle pour Tt < 1, il. suffit d'exa-

miner la convergence de I au voisinage de 1'infini. D'aprés

sh
(3), nous voyons que

' 'rhe' (1)

(x + ©)F

se comporte 3 1'infini come ™" ¥(Log 1)P .

L'hypothése sur k, h et (4) prouve que :
k+1-th+1)>1

d'oll 1a conve_rgencé de I (1) .

En vertu de (2), il existe T > 0 tel que :
(6)  e(t) £ 2A tT(Log t)P pour t2>.T.
Aprés une intégration par parties, nous avons :

L,n(® = [ g@edr
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avcece
h !

g(t) =k ————-h ,
(t + t)k ! (t + 1)k

Ecrivons 1'intégrale en :
t ©
L n(® = [y g@e(@dr + [ g(t)e(r)dr

avec t2T.
Comme e est croissante, nous avons C une constante > 0 in-

dépendante de t ¢

M 1fF g@e@dr] £ e Me(r) [ dr = o e (o)

puisque, sur [0,t] , mous.utilisons |g(t)| < ct™<7 MR,

. En utilisant (6), nous avons, avec C > 0 indépendante de t :

) | ge@adr| < ac [T T (Log mPar
pUisque’ sur [t’oo[ ’ HOUS Utilisons’ lg('[)l < CT-k-l+h .

De (7) et (8), il est facile d'obtenir (5).
REMARQUES. - 1) Nous avons l'estimation suivante pour I ,(t) ,
plus faible que (5), mais {ndépendante de A :

(m/m')+h-k

(g)l Ik’h(t) =t o(1) t++o ,

I1 suffit pour cela d'utiliser, grice 3 (1), 1a relation :
n/m'

e(t) £ Ct

et d'achever de prouver (9) comme nous avons fait pour (5).
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2) L‘éstimation (5) est cncore vraic si k et h vé-

rifient ¢+ 0<h<k-r ;)

PROPOSITION B.3: - Supposons m' >N . Soit A e C tel que AER,

et Re A > 1 et considéroins L'intégrale (convergente) :

. _ 7 de®
s L, - A

NO(_Lé avonsd

(w)'Mn=3men”%mgmlfmgeﬁlﬁoﬂ) 1Al + e
| | |Im A/

avec B = (r+ plA.

Preuve : I1 est clair que la fonction sous le signe somme es%
int3graple, puisque m' >.n . _
Ec_rivons A =E+in et prenons. £ > 2T (donnée par (6)).
Décomposons 1'intégrale cn . trois termes :
GV = jglz : 135/2 : jf =+ an - am .
/2 3g/2 _

_ - Pour (I), nous utilisons le fait que

1/2 pour. T e‘ [0, %’]

It - Al >4 @& + )
| doncl:
(a1 @ < CA e/

Pour (III), nous utilisons le fait que :

lT',Mz.T'TE pour Tev[-‘.-sz;, w[
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donc :

: -1 3¢ ® e(t)dt
(I1II) < 2§ ‘e + J .
7 Bz (-8

Utilisant de nouveau (6) (valable puisque & 2 2T) , nous obte-

nons, avec C > 0 indCpendant de A
(12) am < 26 e 38+ ace™ (log B)F .

Pour (II), nous avons :

' 3g/2 dt
D) <C  swp _ e'(D) j/ —
£3 2 T - + In
CE[-Z-,—ZE] 3
= 2 sulz3 e'(t)/Log -z—l-g-l- .
g 3¢E n
) te[i --2—] |

En utilisant (3), nous pouvons supposer aussi-que :
e'(t) < 2B1:r-l (Log t)p pour t 2T

en augmentant au vesoin T .

Puisdue £ > 2T , nous utilisons cette derni€re majoration pour
obtenir : . .
- (13) . an < cee™! (Log £)PLog —o— .
2|n| -

_ Comme 1A £ B, donc As%‘B d'apres (4), (11), (12) &t (13)

prouvent aisément (10).
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