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ANALYSE HARMONIQUE SUR LES HYPERBOLOIDES

ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES SINGULIERES

J. FARAUT

1. Pour deux points x = (xo,x1,...,xn) et y = (yo,y1,...,yn) de

Rn+1 , nous notons
[x, 5] = Xg¥g=%q¥y =eee= X7, »
Soit X 1l'hyperbolofde & une nappe défini par

X = {xERn+1|[x,x] = -1} .

C'est une variété de dimension n , qui est un espace homogéne du groupe G=0(1,n):
X = 0(1,n)/0(1,n-1) .

I1 existe sur X vune mesure invariante par G , notée dx , qui
dans l'ouvert {xo;!O} a pour expression

dx1 dx2. . .dxn

dx =
EN

Il existe sur X un opérateur différentiel invariant du second ordre,

qui est un pesudo-laplacien, c'est-a-dire le laplacien d'une structure pseudo-

riemannienne qui est invariante par G : nous le notons A . On peut définir cet

opérateur A de la facon suivante : soit £ wune fonction de classe C2 sur X ,

¥ 1la fonction définie dans l'ouvert {x€ g+ |[x,x] <0} , homogéne de degré O

qui cofncide avec f sur X , Af est la restriction &8 X de

[

8N

g’;_ﬁ_ﬁ_ - °
ax2 ax2 h oxX
O_ 1
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L'opérateur A est localement du type de l'opérateur des ondes
avec n-1 variables d'espace.

L'invariance de l'opérateur A sous l'action de G permet de montrer
que A , muni du domaine §(X) (espace des fonctions de classe C° sur X , &
support compact), est essentiellement autoadjoint dans L2(X) . Considérons la
décomposition spectrale du plus petit prolongement fermé de (ﬁKX),A) . D'aprés
les théorémes spectraux de Von Neumann et de Maurin ([6]), il existe une famille
K. de noyaux hermitiens continus sur £{X) et une mesure positive o sur R

A
telle que

J £(x) g(x)dx = JR Kx(f,g)dc(k) .

X

Pour presque tout A 1le noyau KX vérifie

x,(a8,9) = X, (£,29) = 2 K, (5,9) .

Nous allons dans cet exposé étudier la structure de ces noyaux KK .
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2, Soit f une fonction de HX) , et y un élément de G .

Nous notons Tyf la fonction définie par

TYf(x) = f(y_1x) .

DEFINITION 1. Un noyau sphérique est une forme bilinéaire symétrique continue 3§

sur A(X) ~telle que

(1) Vv £,g€8X) , VY yEG, Q(Tyf,'ryg) = 8(£,9)

c'est-a-dire que & est un noyau invariant

(2) 3 A€c, V£,g€enx), 8(ar,g) = 3(£,60) = 1 3(£,9) .

Nous disons que le noyau sphérique 3 correspond & la valeur propre A .

. o . 2
Considérons une fonction F de classe C~ sur R, et posons

3(2,9) = fx IRCRIECEOLES

La forme & est bilinéaire symétrique contimue sur H(X) et vérifie
(1). Pour que 3% vérifie (2), il faut et il suffit que F soit solution sur R
de 1'équation différentielle de Legendre
2 . a°F dF
LF = (t°-1) —5 + nt — = \F .

dt2 dt

Cette équation différentielle est singuliére en t=1 et t=-1, et
en fait, sauf pour une suite de valeurs de )\ , elle n'admet pas de solutions de
classe 02 sur R . Nous sommes amenés a remplacer F par une distribution.

Pour cela, nous allons introduire les espaces fonctionnels p

Posons W = %-1 . Soit § 1la fonction définie sur R par

8(t) = (t2-1)u Log]t2-1| , si n est pair ( u est entier)

8(t)

(t2—1)u Y(t2-1) , si n est impair ( u n'est pas entier)
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( Y est la fonction d'Heaviside, ¥(t) =1 si t=20, Y(t) =0 si t<o0),

DEFINITION 2, L'espace ﬁg est l'espace des fonctions définies sur R de la

forme

o(t) = g (t) + 8(t) o (t)

o @y et ¢, sont deux fonctions de 5(R) .

L'espace .Bu est muni d'une topologie pour laquelle il est une limite
inductive d'espaces de Fréchet. Pour la définition de cette topologie, on peut

consulter [13], p. 205 et [4].
THEOREME 1. a) L'égalité

[ ] p(eyd) £ gly)ax ay = [ #(t) e#g(t)at
X X R

définit une application linéaire continue

5(x) x p(x) —> 8,

(£,9) —> £#g .

b) Cette application posséde les propriétés suivantes :

£#g =g#f

MEg=cdng =L (£4g)

i

*
ou L est 1'opérateur adjoint de 1'opérateur de Legendre L :

2
*
L = (¢%-1) S8 4 (4-n)t 224 (2-n)o .
dt dt

Soit a = (0,1,0,...,0) et soit H 1le sous-groupe de G qui
stabilise a , H=0(1,n-1) . Si f est une fonction de HX) il existe une

fonction £, de 5{(G) telle que
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£{ya) = jH f1(vh)dh

ot dh désigne une mesure de Haar sur H . Pour des mesures de Haar convenable-

ment normalisées sur G et sur H
[ f F([x,y]) £(x) g(y)ax dy = f F(la,v]) o(y)dy
‘X X X

ol ¢ est la fonction de. §(X) définie par

o(y) = fG g(vy) £,(v)ay .

a

Nous sommes ainsi amenés & étudier l'application M qui & une
fonction £ de AH(X) fait correspoandre la fonction Mf définie (presque

partout) sur R telle que pour toute fonction continue F définie sur R

f F(x1) f(x)ax = f ue(t) F(t)dt
X R

ce qui peut s'écrire avec la notation de Guelfand

Me(t) = J £(x) 6(x1-t)dx .

La fonction x = Xy s définie sur X , a deux valeurs critiques qui
sont +1 et =1 . Pour é&tudier le comportement de Mf au voisinage de +1 ,
considérons une fonction £ de H(X) dont le support est contenu dans

{xE)(h%I>O} . Dans cet ouvert, nous pouvons prendre XO’XZ""'Xn comme

coordonnées, Posons

2
f1 (XO,X2,-.-,Xn) = f(xo,xz,aooyxn) +f("xoyx2,to-,xn)

2 2 2
fz(x ,v°) = IS.E1(X ,ruz,...,run)du

ol S est la sphére unité de Rn-1 , et du une mesure uniforme sur S . La

fonction £, est de classe c¢® sur [0,o[ x[0,=[ , & support compact. Pour

t>1, & = t2-1 , nous avons
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® n-2
ME(t) = ¢ j f2(r2-+e,r2) r_dr
0

[ 2
T +c¢

et pour t<1, g = 1-t2

n-3

- n=3
2 2 2 2
Me(t) = ¢ Io fz(xo,xo4-a)(xo-+e) dxy

D'aprés [13] (Lemma 4.3, p. 210) M est une application continue de

H{X) sur ﬁh . (Voir aussi [7], [1], [4], [5]) . La partie a) du théoréme 1 en

résulte,

Comme 1l'opérateur A est symétrique, pour toute fonction £ de

HX) et toute fonction F de classe c® aéfinie sur R

[ Fx)) se(x)ax = [ 1r(x,) £(x)ax

et par suite
*
MAf =1L Mf
la partie b) du théoréme 1 en résulte.

COROLLAIRE. Soit S une forme linéaire continue sur ﬁﬁ telle que

LS = AS

alors le novau sphérigque & défini par

@(f,g) = S(f#g)

est un noyau sphérique correspondant & la valeur propre A .
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3. La réciproque est vraie car :

THEOREME 2, Soit & un noyau continu invariant sur p{X) . Il existe une forme

linéaire continue S unique sur ﬁﬁ telle que

3(g,9) = s(£#g) .

Pour une fonction £ de B/G) soit T 1la fonction de HX)
définie par
F(ya) =J £(yh)dnh , YEG
H

et posons, pour deux fonctions f et g de 5G)

Y(fyg) = Q(?:’v)

le noyau Y défini sur ﬁ(G) est continu et invariant., D'aprés le théoréme des

noyaux de Schwartz, il existe une distribution T, sur GXG telle que

1

v £,9€8c) , ¥(e,9) = T (£®9) .

Soit © une fonction de {G) telle que

IG a(y)dy = 1

et soit T 1la distribution définie sur G par
-1
T(p) = T,[6(w) olu” v)] .
v -1
Nous avons, en posant £(vy) = £(y )

T(\f{ *g)

o) | e(m) s(may

JG r,[o(u) £(va) g(vw)ldy .
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< A cause de 1l'invariance du noyau VY , la distribution T1 est inva-

riante par le sous-groupe diagonal de GXG , par suite

(f%g) = [ T le(vw) £(w) g(v)lay

G
- 7y 1] () £ 5]

= T7,{£®9) = ¥(£,9) .

La distribution T est biinvariante par H , elle peut donc &tre
considérée comme une distribution sur X invariante par H .

L'application transposée de l'application M
ur: g —> 5 ()

est injective et a pour image l'espace des distributions sur X invariantes
par H (c'est une adaptation d'un résultat de Tengstrand, [13], théoréme 5.1,

Pe 213, voir aussi [7] et [1]). Il existe un élément unique S de ﬁa tel que

T=M,So

De plus, pour deux fonctions £ et g de 5{G)
Vo xor g
MI(£*g)7] = F#7
si bien que
§(¥,9) = s(¥#9) .

Le résultat est bien démontré car l'application £+ F de H(G)
dans H{X) est surjective.

Pour que le noyau & soit un noyau sphérique correspondant a la
valeur propre A , il faut et il suffit que la forme linéaire S soit solution

de
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LS = AS .,
Soit & le noyau invariant continu sur S(X) défini par

3(£,9) = [ £(x) g(x)ax

X

alors nous avons
¢(g,9) = c, v(£#9)

ot vy est la forme linéaire continue sur ﬁh définie par
(g + 89,) = o, (1)

et ou <, est une constante ne dépendant que de n (voir [7], p. 251,

[11, p. 351, [13], p. 213).
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4, I1 reste donc & étudier les solutions dans l'espace ﬁﬁ de

1'équation
Ls=)\so

Une telle solution cofncide, dans chacun des intervalles J-o,-1[ ,
1-1,1T , 11,=[ avec une solution ordinaire., On construit une telle solution &
l'aide de partie finie a partir de solutions ordinaires. On démontre que ces
solutions constituent un'espace vectoriel de dimension 2 . Plus précisément, il

existe deux fonctions uo(t,k) et u1(t,x) , solutions ordinaires de
Iu = \u

sur chacun des intervalles J-o,=-1[ , J-1,1[ , J]1,o[ vérifiant

uo(tyl) = uo(—t,k) ’ uo(o:)\) =1
du1
u—](tyl) = "'u-](—tsl) ’ —(O,K) =1
dt
telles que les formes linéaires Sg et S? définies pour une fonction o de
\
ﬁh par
Sc))\((p) = Pf [I uy (t,1) o(t)at]
e-0 “||t]-1]>¢
5)(q) = (] u, (£,2) o(t)at]

e-0 “||t]-1]>¢

constituent une base de l'espace des solutions de LS = AS dans l'espace ﬁﬂ .

A A

Par suite, les noyaux @O et §1 définis par
35(£,9) = sh(e #9)
@?(f,g) = S?(f #9)

constituent une base de l'espace des noyaux sphériques correspondant a la

valeur propre A .
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5. Considérons maintenant les noyaux hermitiens KX qui interviennent

dans la décomposition spectrale du plus petit prolongement fermé de (5(X),A)

(voir le paragraphe 1). Soit V¥. le noyau défini sur MHX) par

A
¥.(£,9) = x,(8,9) .
Pour presque tout )\ (relativement & la mesure scalaire ¢ )

¥, (a8,9) = ¥, (2,09) = 1 ¥, (8,9) .

De plus, par suite de l'invariance du noyau

B(,9) = | £(x) g(x)ax

X
pour presque tout 2\ le noyau YX est invariant, si bien que pour presque toutf
A le noyau YK est un noyau sphérique., Par conséquent, pour un tel A , il
A

existe deux nombres a, et a? tels que

£, (£,9) = ¥,(2,3) = a5 85(£,3) + 2} 83(2,3) .

Pour la détermination explicite de la décomposition spectrale de cet

opérateur, on peut consulter [11], [12],.[3], (8] et [9], [10], [2].
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