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DIFFUSION DES SINGULARITES A TRAVERS UNE SURFACE POUR
UN OPERATEUR HYPERBOLIQUE.

par

S. ALINHAC

INTRODUCTION.

Cet article étudie la propagation des singularités pour un modèle
d'opérateur à caractéristiques doubles, du type P P^+reste, avec {P , P ^ } ^ o
sur la variété caractéristique P^==P^=o (de codimension 2 ) . Les résultats
présentés affinent, de façon quantitative (ordre des opérateurs), les résul-
tats généraux établis en [ 2 ] .

En supposant que les caractéristiques sont simples pour t/^o, on
montre comment une singularité "pure" (mettons, de P_ ) pour t>o "diffuse"
pour t<o en deux singularités : une de P^, qui "fait suite" à la singula-
rité pour t > o , comme dans le cas de caractéristiques simples, et une de P ,
qui peut être éventuellement absente (cas d ' u n produit) ou atténuée.

Bien que ce travail soit prolongation de [l] et [2] , on a fait
une exposition auto-contenue, redémontrant en particulier le théorème de [2]
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I) Position du problème ^ étude d'un cas particulier.
On étudie, dans le plan ]R? de point courant (x,t), 1'opérateur

2 ?^ 9 ^ ^
p = —? " t —? + a( t) ^7- On notera P^ = — ± t— . Bien qu'on construise dans

9t 3x - OT dx

la partie II une parametrix du problème de Cauchy sur t = 0 associé à P, on s'in-
téresse ici plus particulièrement au problème suivant, que nous nommons "diffusion"
des singularités à travers t = 0: étant donnée une solution u de Pu = 0 qui, pour
t > 0, n 'a de singularités que dans les caractéristiques de P^, quelles sont les sin-
gularités de u pour t < 0 ?

Pour préparer l'étude générale de II, supposons d'abord a = cte. On a
alors la :
Proposition 1 : ^ 2 a^ 3

Soit P =—— t ——"+ a -.- . Supposons que a = -(2k+l) (k entier-^ 0).
8t" 8t2 wx

Alors une singularité "pure" P_ pour t > o demeure "pure" P, pour t < 0 (la par-
tie II montre d'ailleurs que c'est le seul cas).

Preuve. Supposons d'abord a = -1. Alors P = P^P-, et si Pu = P P-u = 0, P.u est C 0 0

pour t >0, donc aussi pour tout t. La singularité de u se transmet donc de t > 0
a t < 0 le long de la caractéristique simple de P^.

.Soit maintenant a = -(2k + 1 ) . Comme CP+^PJ = ~2-9- »

P.P P. = P ( P P - 2 —), et P.P^ ^ Pk P . Si Pu = 0, PP^ u = 0, donc
• - T — d X T - - + -

k+ i
P^ u est C °° pour tout t, et WF(u) ^ car P pour tout t.

I I ) Le cas général.
Le théorème ci-dessous est un résumé des résultats établis aux point

1) —> 3). La partie A reprend les résultats généraux de Q2] , tandis que la par-
tie B précise quantitativement la "diffusion ".
Théorème.•" —-—•— ^ z <\

SoU P = —s- - t2 -^- + a ( t ) r- , oui a £ C°° (]R ), a(o) véeZ.
St- ax ox

A] 11 zx^s-te du opêAatwu E^ : e^ (R ) —> ^ ' (]R 2)
( c^., dzô^gne. t^pac^ du c^cô^cbu.frcpn^ u a ^appo^ut compact avec WF (u) C U > 0} )
t2JU que, :
^] P E^ ^ 0 , modulo C00 .
ii} POUA toujt t > o, E^ , ^tUt^^int a. t > t , ^zoAit [moduJio an op^aktuA. ^e-
guiiaAÂ.^ayit dépendant dz t J comme, un opz^atojuiA ^ntzg^at de FoaA^LzA. dov^t ta iag^ang^yi-
nê. ut ctëcA-ctz pa^ ta pha^e ̂ = (x-y ) ç ? t ç, at d^^d^c ;.m^ , av^c :
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+ Re a(o)m 1 / -L. •'c a

"4 = - -Vg ± ——4

tW E^ nï. E. <&CWÉ dfcô &oiixtiow^ "^ndê.pandcwCe^11 dcw£ SL<L noyau, de. P &n ce -ôenà
çu'^ ex^ô-te dfcA ope.^atwu> a^ [D ), d'o/idA.o. 0, ^ 51. [D ) d1 o^dA.2. - ^ • » -û^à cas :

" - .. •. /\

^^i. ̂  ^| = id , (E a + E a ),| = 0
t=o + + ' ' ' t t=o

E+P+4- E. Pj - 0 , (E+y+:+ E^-îtl = icl -
t=o t=o

^v) E^ p^opdQZwt "t^etivwi^nf tu ^nguMuUt^, c' ut-cL'cUAa ça& ̂  (x , +l)é:WF(v)
.Éoatz £a pa/itiz de ^axe dz b^ca.taetê^cAAcçaz dz P^ ^&4a dz (x , o, +l,o) aa-dz44Ct6
dz t > o e4.£ con^znae danô .WF(E^ v ) .

Bj So^nt E^ £^ op^cutwUï ob-tenaô zn appliquant ta partit A] da tkzoîiw^ ROUA
t < o. U zx-istz du opVtatauA^ A (D^ ) zt St^ l^ d'o^cke zê/io, .Ce^ô çaz ^^'V^e'tIR) ,

E.V = Ê^ A'V + Ê^ BV pour t < o.

L? opêAot^uA A eU QjULiptiqu.z d'oA-d^z zêA.o.
^) S^ a (o ) n^^ paô an zn.fccc/1 impaÂA mgcuU^, B ^ :̂ ^ttiptiqae, d'o/id^z 0.
^c) S^ a ( t ) ^ - (2p+l) + 0( t ) (poo^. an zutàM. p ^ o, ^ k^ 1), ^ an ^pê^a- .
.tea^ d'oAdte -^ pouAva çac 2JI + 1 <k.

Dans les points 1) —-> 3) qui suivent, on fournit une preuve complète
de A]et Bj , en passant assez vite sur les points techniques, qu'on trouvera
"tels quels" dans ]jQ .
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1') Réduction asymptotique de î ' opérateur P.
C'est un cas particulier de celle de jlj , que nous précisons rapidement :

Proposittôri 1 :. Soit

p=-^' t 2^+a^-at 9x ux

II existe des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, tangentiels, c ( t ,D. ) etx
d(t,D.), c(0,D ) elliptique, et un opérateur d'ordre l,n(DJ=ia(o) D+IL,(DJ+ii,+...,

X X . X - X U X "" JL

tels que si V est solution de l'équation
2 2

Q V= (———t2—^ + n (D )) V = 0, alors
3t2 ax x

U= cIT + d D | V. est solution de PIL= 0 (module C00 ).
X w

1^
De plus, si a(t)= a(o) + 0(t ) (k entier ^ 1 ) , on peut choisir n^ ^ == 0

tant que 2 A + 1 ^ k ( ^ ^ 1 ) .
Preuve : Pour alléger l'écriture, on travaille après transformée de Fourier en x :

U= c( t ,ç)V(t ,ç) +-^^1)- V^ (t,ç) ,'îU v ^ î^y "r——^— ^4. v ^ ^
P

et ^[[ + (t2 ç2 + n ( ç ) ) ̂  = 0. Alors

/ULI + (iaç + t2 ç2) ll=V(c" -c( n- ia ç) - Z t 2 ? ^ 1 - 2t p d - 2 -n- d ' )

+/L^•(diL +2c' - ^ (n - ia S) ) . On choisit c = c^ + c^ + . . . . , d= d^ + d^ + , . .
et n = n^ + n^ + ... de façon que les coefficients de V et "V ' soient des
symboles d'ordre - °° .

On a d'abord : f2t2 d' + 2t d, c. (-1 - i ̂ ) == 0
0 0 0 K p p /

^o - ^ ( ]k - ia 1-) = °
puis généralement,-pour calculer c et d_ , le même système d'équations avec des
seconds membres f et g (respectivement)

_2
p "̂L ~-p+l "o ~-p+2 - - - "-p+2 -o / v o '-F^P -^1 + -7 ̂  ^1 + "o '̂ 2 + • • • + "-p^ ^ î-^^o ^p.l+<••+^-p-H co)

P 9 = • ri11^! + - (^ -.1 + • - • + I1 -Li d^)-P •p+l p v o -p+i -p+i o 7

En omettant provisoirement les indices -p, on pose td = u : le système de-
Hi-ia £

vient (avec A = —,——)

Î2u'+ A c = ^t , 2 c' - A u = g. Si w^ = c+ U u, on obtient :

2w^ + i e^ w^ = g + i e f/t ( ç - t 1)
On choisit désormais 11^ en sorte que A(o) = ô( n^ = ia(ô) S ) .
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A.Alors w = C e^p (^t -y J C-r) ds^ 9 oQ

£ . * & /^ 00

.A,,• £C 1 = (g-He f/t) exp (+i - J (-) ds), est une solution de l'équation.

. Pour f=g=0 (calcul de c ,do), pn prend c=l, et
t t

CQ = Ji_^- = cos 1 f A ds, d. = 4 sin i f. (A)-cos^ J (l)ds, d ^ = 4 siî4 J,(^)ds.
2 " o

. Sinon, on choisit C(0) = 0, étant entendu qu'on choisit ïLn+i (calcul de C_ ,,d_ )
en sorte que f (0) = 0, ce qui est loisible car C (0) = 1. Cela assure que d
est régulière.

Précisons le cas a(t) = a(ô) + 0(1^ : ̂  = 0 (t1^1), donc Co = 0(t 2k'"1),

"o = °^~^
•P—l k-->3

Si k ^ 3, f^ (o) = 0 avec le choix no = 0. On a alors g^ * i -p- == 0 (t ). De
même, si g.p i f^ 0 (t4) et n^ =.... = n.p^ = 0, C.p = 0(t^1), u,p - Oît^),

A-l 'donc f = - c^ + £ n. d_ + IT Co = n... Co + 0(t^ 1) . On peut prendre n - 0-p-i -p p "i -p "-p - "-p
si ji> 2, d'oû l'assertion de la proposition 1.

-P

2) Forme de 1a solution pour t > 0.
f2 a 2
w / 1 ' nnûY^a-hûiiv H dûu-îûn+ 0 -"v ^Posons T = t, X = x+ /? . L'opérateur Q devient Q =d— + 2T-y^r+ -y + n (Dy).

T 1/2
Après transforation de Fourier, et ^tretching" .s== T j ç [ , on aboutit à l'équation

q" + 2isq'., ^ + 1g4'11^ q = 0. Comme on ne s'intéresse ici qu'aux singularités pour
SS S p P

lesquelles u= +1 ( ç= p ) » on est amené à chercher

a) une base de solutions pour l'équation q" + 2isq' + yq = 0. (ici;, p = i + Hlil),
On obtient ces solutions par la méthode de Laplace, respectivement

. "^A
q(s) = \ e sz e~1 z^ dz, avec x= -1-i/^ y , et L un contour complexe de la forme :
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Etudions, le comportement de ce.s solutions, lorsque s-^^ + » : n .0,; • ' 3in ^n ' \ { \ + 3^ ,^4
. St Re X > -1, q(s) = 2i:e Y- sfn m 1.^ (s), où I^(s)= J e— e t^ dt.

2 Q
.LCO- ..̂ d

'_ '_ ' _ -...9

En posant s t == /2a , î^(s) =(1^ Y^1 ^ e0"1^ e 2S a^ da , la dernière

intégrale écrite tend clairement vers une constante non nulle quand s —>; +<» .
Donc q(s) ^cte ^—çy et on ?!gagne un cran" de comportement en s par dé-

viation de q : q ' (s ) ^cte —pp etc (on dit que q se comporte "comme" —^r)-
s ' ^

Si ReX < -1, la formule •̂  q- ,(s) =—q,. . , (s) - q,(s) permet d'étendre
5 À^l 2^ A1 i A

le résultat précédent.

. En prenant pour L la droite d'équation ^ + ̂  = -1 et en observant que

q(s) = f e 3 2 e^2^274 s^^d^ ; il vient
~ + co ov2
L,,, , 2 -S •9- ,

q(s) = s^' ; e'15 e (x(l-i) - 21) dx (1-i). En posant
• 00

+CO

x= t/s, q(s) = e^'^s^l-i) ; e^272 ( -fc(1^- - Zi)^ dt, et le coefficient de
• 2 -œ , 9 „

e"15 dans 1 expression de q se comporte "comme" s^ . On note î](s) = e"13 q(s) .
De ces comportements, on déduit en particulier que q et q sont des solutions

indépendantes (si \ entier ^ 0, on doit remplacer q par 1 ).~~~ A
b) En retournant aux coordonnés d'origine, on obtient que, si v et W n'ont de singu-
larités que pour ç = p ,

ixç + î ç 1/2 - ^ ixç - t2^ . V,
E - v = J e q(t|ç| , ç)V(ç)dç et E^W =; e q(t|ç| ;ç)W(ç) dç

Sont des solutions de QE = 0 . i, ,,
" î Q. = ' 2

Observons que pour t ^ 0, les fonctions q ( t |ç [ ) et q(t|ç[ ) se compor-
tent comme des symboles ( 1/2 , 1/2 ) (pour plus de précisions, voir Boutet de Monvel

L3] )•

. Pour to > 0 fixé, q et q restreints à t > t^ sont des symboles classiques (1,0)
d'ordres respectifs exactement
^ , . Re_ l̂ ^ , Re_(^ ^ ^ ^ , ^ ,̂ ^ ^^

Ç ————> + 00

= -1- YZ p(") = -1- i/2 1(1 + a(o)) = -1 + ̂ IJ. = ?^-1
^V» ^

Les solutions E^ v et E^M ont leurs fronts d'onde contenus dans les bicaractéristi-
ques respectivement de P^ et P^ issues des singularités des données v et W.
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. D'autre part, si (^Xo 5 + 1 ) 6 MF (^u), alors- tout Tare de bicaractéristique de P,
issu de ( X o ï 0, + 1^0 ) au-dessus de. t> 0 est dans; le front d'onde de ^^ (de me-

\,
me pour E.). En effet,

-V
? V = q(o,D,)V. (E,^. = q, (o,D ) JD | 2 ̂  ;
' t=0 x- "1=0 s

comme la solution q n'est pas tndentiquement nulle, l'un au moins des deux opérateurs- • /\,
q ou q' est elliptique, et donc l'une des traces de EJVest singulière en (xo, +1).
Or l 'on sait [il aue» dans ces conditions, l'un au moins des deux arcs issus de
(Xo, 0, +1,0) pour P_ et P , pour t > 0, est contenu dans le front d'onde de
t_ V . D'après le point précédent, ce ne peut être que celui de P_.

Enfin, il est facile d'établir, compte tenu de ce que les solutions q et
q sont indépendantes, que toute solution U de OU = 0 dont les traces n'ont de singu-
larités que du type (Xo, +1) s'écrit, pour t > 0, - U = Ï_V^ ^ W, pour cer-
taines Vêt W.

3) Forme de la solution pour t < 0.

a) Comportement de q(s) lorsque s———>- " .
Posons s = -a » a > 0. La fonction q (-0) est encore une solution de l'équation 2.a :

q" + 2i oq' + vq = 0 . Elle s'écrit donc q(-o) = Aq (o) + B q (cr), où A et B sont
des pseudo-différentiels d'ordre 0 à déterminer. On a, en posant v

6 = q' (0) q (0) - q(0) q" (0) (elliptique), A ô = -(q(0) q'(0) + q'(0)q (0)),

et B ô = 2q(0) q ' (o ) .

Pour étudier 1'ellipticité de A et B, on suppose que dans les expressions
qui définissent q et q , \ a la valeur \ (co), et Ton étudie la nullité des valeurs
résultantes pour A et B.

. Commençons par B ; comme q,(0) = q^CO)' o" étudie q^ (0). Si Rev > -1,
JW -•jXv 4-œ .,2,

q (0) = 2 ie e 4 (sin nv ) f e ^t dt, et la dernière intégrale écrite
qui vaut 2^ (-41), n'est jamais nulle. Les seules valeurs pour lesquelles q^(0) = 0
sont v entier _> 0.

Si Re\) ^ -1, vU ^ (0) = -2^+1 (°)' donc ^ CO) "e Peut être nulle que si
•y entier.

Si v = -k, k entier ^ 1 , q^ (0) = 2n i Res^ (z^ e "'1 ^ :: q,|((0)=0 <==> k pair
"u

Si maintenant \{ ") est un entier ^ 0 , on a pris en fait 1^ en place de q, et
alors B ^ 0.
Si À est entier pair ^ -1, q^ (0) = O* et si 'x est enfie1" impair ^ -1, q^(0) ^ 0
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En résumé, B elliptique •?=> \ ^ [entier .< -1)

'• / - -S-I^À+l) .
. Voyons A. On a, sf Re :x > -1, q^ CO) = 2 i e si.n 7 (^+1) L (0)
On a alors, a un facteur non nul près,

*\» —.1'^ •'
q ^(0) q^(0) q^(0)^(0) =(sin 4) 1^(0) ^^(0) - ie 4 cos l̂  ^(0).

Pour \ réel (ce que Ton a supposé pour simplifier, mais qui ne joue vraisemblablement
^

aucun rôle), les î\ (0) sont réels, et le nombre écrit ne peut être nul.

Si Rex ^ - 1, on a comme plus haut q,^(0)"1 q^(0) + q, (0) q ^ i ( O ) =

^ (q^O) q^ (0) + q^(0) q^(0))

Donc A ne peut être nul que si \ entier ^ -1; Mais ce cas est l'un de ceux où
B = 0, et si par exemple q(0) = 0, nécessairement q ' (0) ^ 0 (car q f 0) et
q(0) ^ 0 (car 6 ^ 0 ) donc A n'est jamais nul.

b) Ordre du symbole lorsque ^(°°) = (entier < -1).
Supposons X ( ç ) = - 2p + h (S), h symbole d'ordre -r, r ^ 1.
Alors grâce à cette formule, ^^{0) = i/2 q^(0), il vient q^(0)= w) ^^.^p

et comme h est petit, Re h > - 1,

\W = (S 1" ^ h) x (symbole elliptique d'ordre 0). Donc qk(0) est un symbole d'ordre
-r, et q^(0) aussi, donc B aussi.

Si \ = - (2p +1) + h, q^ (0) = q ^^i(0)^ même conclusion.

Comme X(oo) = a^ ^ — , cette situation se produit pour a(0) = 1 - 2k, k ^ 1 ,
c'est-à-dire a(0) entier impair négatif.

Si alors T T ( Ç ) = i a (0}ç + -ir ^ (ç) + ..., TT eniptique , alors h est
elliptique d'ordre -A , et B aussi.

c) En application de la proposition 1, on pose :
^ i i °rf

t " t + 1 x 1 v ^) , obtenant ainsi des opérateurs vérifiant la par-
^_ w ^ 1 <\ -

tie A j du théorème. Les opérateurs E ,̂ = (c + d |D I " " ) ( E (~t))

Sont» modulo un opérateur elliptique d'ordre 0, les opérateurs qu'on obtient en
appliquant à P la partie Al du théorème pour le demi-plan t < 0,

De la formule ^V(x,t) =(M.CûxWCx,-t) + (E^ BCD^)V)(x,-t)
valable pour t < O» qu'on vient d'établir en h), on déduit

E.tT| = Ê. A ( D ) V + i, B CDJV.x7 -+ v -x-'t <0
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