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PROBLEMES MIXTES
POUR DES SYSTEMES HYPERBOLIQUES SINGULIERS

par
Jean François NOURRIGAT

Le problème de Cauchy pour les systèmes hyperboliques singuliers al partie
principale symétrisable a été étudié par Alinhac [I], [2], qui a démontré d'autre
part que l'étude d'un opérateur hyperbolique du type de Fuchs peut se ramener à celle
d'un tel système.

D'autre part Kreiss [3] et Sakamoto [4] ont démontré des théorèmes d'existence
et d'unicité pour les problèmes mixtes dans un demi-espace respectivement pour des
systèmes et pour des opérateurs strictement hyperboliques avec des conditions aux
limites vérifiant l'hypothèse de Lopatinsky uniforme.

Nous nous proposons ici d'étudier les problèmes mixtes dans un demi-espace pour
des systèmes présentant le même type de singularité sur la surface initiale que ceux
de [I], [2], mais où la partie principale et les conditions aux limites vérifient 1e$
mêmes hypothèses d'hyperbolicite stricte et la même condition de Lopatinsky uniforme
qu'en [3]. [4].

Plus précisément, en utilisant le symétriseur construit dans [3], nous démontrons
pour le problème étudié et le problème adjoint des estimations à priori qui nous
fournissent un théorème d'existence et d'unicité dans un espace L2 avec poids.
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1 - ENONCE DES RESULTATS.
Sis n et p sont des entiers > 1 , avec À < p.
n est la dimension de l 'espace et p l'ordre du système.
L'ouvert considéré est

^ = { ( t»V) [ t > 0 y^ > 0 y . € R pour 2 ^ j ^ n }
Nous emploierons la notation y' = (y^ ... y ) et nous désignerons par z la surface
{y^ = û}.
1 . Hypothèses sur l'opérateur

On considère dans ^ le système différentiel suivant :

( 1 - 1 ) L = t{ç - ^ tAj(t.y) |^-+B(t,y)
j ~ i j

où les Aj(t,y) (1 ^ j _^ n) et B(t,y) sont des matrices de type (p,p),indéfiniment
dérivables dans ^ . On suppose que A.(t ,y) est constant en dehors d'un compact de
ïï et que B(t,y) est borné.

On associe à L l'opérateur :

Lo- -Ir-j/j^) w]
Nous supposerons vérifiées les 2 hypothèses suivantes :

H 1 ) L'opérateur L est strictement hyperbolique pour (t,y) é ^ .
Autrement dit V(t,y)6 Ï2, Vn = (n^ ... n^) € R" - {0} les valeurs propres de la
matrice z A.(t ,y) n, sont réelles et distinctes.1 j j

H2) Pour ( t ,y)€ ^, la matrice A^( t ,y ) est diagonale, et les éléments a.(t,y)
de la diagonale vérifient :

fa.(t,y) < 0 pour j ^ a
^a-(t,y) 0 pour j ^ A + 1

L'hypothèse H 1 ) implique que la matrice A, est diagonalisable. On ne restreint
donc pas la généralité en la supposant diagonale.

2. Hypothèse de Lopatinsky.
Sur la surface z on va imposer des conditions de la forme :

Pu^g
où u^ désigne la trace de u sur z , P(t ,y ' ) est une matrice de type (p,Jl), indéfini-
ment dérivable pour t ^ 0 et y ' e R"'1,constante en dehors d'un compact. Nous ferons
1'hypothèse :

H3) Dans un voisinage de z, la matrice P satisfait à la condition de Lopatinsky
uniforme par rapport à l'opérateur L .

Pour la définition de cette condition, voir Kreiss [3]
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3. Enoncé des théorèmes
Désignons par V l 'espace des distributions u € (L (^))^ telles que

t^e^wf et t|^ ^(^P (1 ^ j ^n ) .
J

THÉORÈME 1 . - Sous les hypothèses H 1 . H2, e^ H3, il existe c > 0 et a > 0 tels que
pour tout UÊ V et pour tout o >a on ait :

( 1 . 2 ) a||u|[2 t-lt1^!2 ^ c(^ ||(L+a) u|f + It1^2).

On adopte les notations suivantes
II | [ et ( ) désigne la norme et le produit scalaire dans (L (^))P

| [ et < > jouent le même rôle dans (L (s ) )P.

THÉORÈME 2. - Sous les hypothèses H 1 . H2, H3, il existe a, > 0 tel que pour tout
a > a-,, pour tout f e_t q> tels que

t-^L2^))? t172 -^(L^E))^
il existe un u tel que

f t"° uÉL^n)1'
^ Lu = f

[ ^o^
La trace de u sur z a bien un sens si u vérifie les conditions précédentes et
appartient à H"1/2 (z)

loc

II - OPERATEURS PSEUDO DIFFERENTIELS DEPENDANT DE PARAMÈTRES

n et p sont des entiers >_ 1 .
(x,y ' ) désigne la variable de R" (xêR, y'eR"'1).
{E, » n 1 ) désigne la variable duale,

g est un paramètre ^ 1 , k un paramètre > 0, et m un nombre réel.

DEFINITION 2 . 1 . - On désigne par S*." l'ensemble des matrices a(x,y ' , ç, n ' ) _ d e
type (p,p) indéfiniment dérivabies par rapport à toutes tes variables, et ayant les
propriétés suivantes :

a) Pour 0 < k < 1 , le support en (x,y) _de a est indus dans une boule de rayon 1
_de R", et pour tout multi-indice (a, 3» y» <s) i1 existe C >0 tel que :

|D^DJ[D^a(x.y, ç , n ) | ^ c (a + | ç | + k ^f- Y -V

b) Pour k ^ 1 s 1e symbole a est indépendant de y, son support en x est inclus dans
un segment de largeur 1 , et pour tout multi-indice (a. Y » <S) il existe C > 0 tel que:

ID" D^ D6 a(x, ç. n)| ^ c(o + | ç | + kinl)"1 - Y -ô k0
A c, n
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On munit S. de la famine de semi-normesk,(j

^m (a) - sup sup '̂ l̂ .,
K'0 a+fS+Y+ô^q (x,y,ç,n) (o+lçl+kinl"'"7"^0

qui en fait un espace de Fréchet.
On pose A =op(a) . a^b désigne le symbole composé de a et b. a^ désigne le symbole

de l 'opérateur adjoint de A, et a la matrice adjointe de a.

DEFINITION 2.2. - L'espace H^ ^ ( s € R ) est l'espace H^R") muni de la norme

HLk.o 'll^lsl + kinl) ' û(ç,n)||.

On vérifie immédiatement les 4 propositions suivantes

PROPOSITION 2 . 1 . - Si afcS" , ffp(a) ̂  -^ H3"1" . 11 existe un entier q > 0 et
-—— N »U IN» 0 K j0 ' ——————————.—— • — —,—

C > 0 indépendants de k jst a, tels que :

^^'k.all^lls-m.k^^^; (^ " " l l s .k^ -

PROPOSITION 2.2. - Si M, et M. sont des nombres réels, si a S^1 et béS^2

MI + M 2 — ^ —————————————— — to — kî;7

a^b - ab€S^ ^ . De plus pour tout entier q ^ 0 il existe un entier q 1 ^ 0

e_t C > 0 indépendants de k _et a, tels que

^M1 + M 2 - 1 ( ^ - a b )^ ^^^(b)-

Soit maintenant ^éS^R") (resp. <î>é<^(R)) à support dans une boule de rayon 1 si
k < 1 (resp. si k ^ 1 ) .

PROPOSITION 2.3. - Si aêS^ . $(a*- a")^'1 . Pour tout entier q > 0. il
——— ]\ ^(J {^ yQ —_-__^—_——___^.^___^_^__ ——

existe q ' ^ 0 ^t C > 0 indépendants de k j3t a, tels que :

N^^-a^^cN^a).

PROPOSITION 2.4. - Soit m ̂  0 et aéS^ tel que a(x.y,ç,n) soit une matrice henni-
———— ———— IÇ^ yQ .——————————— .̂ —

tienne positive. Il existe c > 0 e_t q _>_ 0 ne dépendant que de m, k ejb o, tels que
pour tout uêH"," on a :

————————— K»<J ————

Re(Au .u )^ - CN^ (a) ||u|^ ̂
^ » k 9 o

III - DÉMONSTRATION DU THEOREME 1 .

1 • Rappel des résultats de Kreiss.

On a 1 ^ & _^ p.
Soient A^ A^ ... A^ des matrices de type (p,p) et P une matrice de type (p,^)

vérifiant les 3 hypothèses suivantes :
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Ht) Pour tout n é R -{0} les valeurs propres de la matrice z A .n . sont réelles et
distinctes, ^

a, p.
H2) La matrice A, est de la forme A,=( —— a ) avec

0 ~ -
^

f a. < 0 pour j < ai j •—
^ a. > 0 pour j ^ a + 1
[

H3) Le système de matrices (A^ A^ ... A^, P) vérifie la condition de Lopatinsky
uniforme.
Alors il existe Cp C^ et C^> 0 ne dépendant que de (Ap.,,,A^P) et une matrice

R(o.ç , ^"^n^ ^i » ^ ^e type ( P » P ) > indépendante de r^,, indéfiniment dérivables par
rapport à toutes les variables (par rapport à a > 0, Ç € R , n^R""1, et aux coeffi-
cients des matrices précédentes) telle que

1 ) Pour Aj et P fixés la fonction (a,ç,n) -^ R(o,ç,n, A . , P) est homogène de de-
gré 0 pour a > 0,

2) Re R(a+iç -i Z A.n . ) ^ Cp
3) RA, est autoadjointe, et il existe C? et C- > 0 tels que

RA^ + C^P- 63 ^ 0

2, Le changement de variable t=e\
Tout d'abord il suffit de démontrer l'estimation (1 .2 ) avec B(t,y)=CL Considérons

le système ( 1 . 1 ) et faisons 1e changement de variable tse^ en posant :
ÎKx^e^ute^y), ^x^e^e^y),

Le système ( 1 . 1 ) devient ;

(3.1)^ -|^(o-^- ^(eW^Î

les conditions aux limites,

(3.2) P(e\y) îi(x,y) = g(x.y).

et l'estimation à démontrer :

(S^ol lu l f+ le^ l^c^ l l î iF. le^gl2 ) .

Le but de la section III est de démontrer cette estimation. Désormais le symbole^
sera omis.
Le symbole associé au système ( 3 . 1 ) est :

i =a + iç - î  z A , (e x , y )n . .
1 J J

II est donc logique d'introduire le symbole :
â(^ x,y,ç,n) = R(a^,e\, A^e^y) . P(ex,y)).

On en déduit qu'il existe C-,, C^ et C^> 0 indépendants de x et y, têts que :Rp^LP^ r \ <- à • j 9 ^
(3.4) ' 1

âA^ + C^ pKp - C3 ^ 0
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D'autre part, pour tout multi-indice ( a » e . Y » < s ) il existe C > 0 indépendant da g,
tel que

(3.5) |D^D^a,x,y.ç.n)| ^ C (a+m-^ HP-6 e^,

de sorte que ^n'appartient pas à la classe S' , ce qui motive 1^introduction de
la partition de l'unité suivante.

3. Partition de l 'un i té .

D'après les hypothèses sur L, nous pouvons supposer que les matrices A^e^yJ et
P(e\y) sont -constantes pour x > 0. Soit (x,,y.) la suite des points d'un réseau de
R". J J

Soient <y€<S)(R) et ^â^"'1), positives. Posons :

J^j(x,y') =<?(x-Xj) ip (y-y? si Xj < 0

[tpj(x,y') =f(x-Xj) si x̂ . > 0

On peut choisir ces fonctions de telle sorte que :
9 9

s ^f. = 1 z [D 0 1 ^? . ] ^ c pour tout multi-indice a.
J J j J a

Si Ton pose u. =ip.u, le système (3.1) s'écrit :J J

(3.6) J ^j ^j
PU°J - ̂  ̂

OÙ
3 if, " y „ 8ip-

^ = ̂ f + (- -^ + ^ ^^ ^ e ^ ̂ u

Le terme entre parenthèses est borné indépendamment de j , x » et y, et 1'on a :

^jll^c (INI^IIu^ ) z | |U j | f= | |u | [ 2 .

Dans la suite, on va démontrer qu'il existe C > 0 et a > 0 indépendants de j et g,
tels que a > o entraîne :

(3.7) allUjI^ le^u^l^c ( ^ | | LU j | f + [e^2 Pu°j|2)

En ajoutant toutes ces inégalités, on obtient bien (3.3), ce qui démontrera le
théorème 1 .
Soit maintenant ^resp.i^é^ égale à 1 sur supp ^ (resp. supp ^).
Posons

f $j(x,y) = $(x-Xj) f (y-yj) si x̂ . < 0

^ $j (x,y) = ^>(x - x^.) si x .̂ > 0

Le système (3.6) peut encore s'écrire :

(3.8) ($jR) ^ ($jL) Uj = fj
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Or nous observons d'après (3.5) que $JRéS° et $. LêS , les semi-nonnes
3 ê^.o 3 e^o

de ces symboles étant bornées indépendamment de j et a. Lesxsymboles considérés sont
indépendants de n...

4 . Intégrations par parties.

On peut écrire :
1 = e^e^y) ^— + L ' (a. x, y,ç.n)

Multiplions les deux membres de (3.8) par ïï. et intégrons. Nous obtenons
1 + J = 2R^(fj.Uj)

f 1 = 2 R e ( ( ô . R ) o ( $ . L ' ) u _ , u . )
avec ^ J J J J

1 . 9U.
i J = 2 Re( (^R)o(^ ) e"^- . Uj).

Nous allons démontrer qu'il existe c,, ....,c tels que :

(3.9) 1 ^ ( c^a - c^) ||Uj||2

(3 .10) J . [e^l2 ^ (03 - ̂  ) [e^l2 - c, ||u^ - 1||| i./

D'autre part, pour tout e> o, il existe c tel que :

( 3 . 1 1 ) | (RLUj ,U j ) | ^ e a ||Uj||2+^-||LUj||2

En choisissant e assez petit et a assez grand, on en déduit l'estimation (3.7).

5 . Minoration de I.

I=2R,(^R)^.L-)Uj,Uj).

D'après la proposition 2.2, il existe T é S° , tes semi-normes de T étant
bornées indépendamment de j et a, têt que : e J 9 a

(^o^ 1 - 1 ) -^ 1 - 1 )^ -
(RL") désignant le produit matriciel des symboles R et L'. Donc :

1 = ( [ (RL-) + (RL'f] Uj. u^) + 2R^ (T^ u^ , u^)

D'après la proposition 2,3

^ [(RL-)^ $j - (RL-) " ^]

est un symbole de S° , désigné aussi par T . D'où :
e'j.o

1 = 2R^ ( [ (RL-) + (RL-)^ Uj.Uj) + 2R^T^.,Uj).

D'après tes propriétés du symbole de Kreiss
(RL ' ) + (RL ' ) 1 4 - c^cr ^ 0
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D'après la proposition 2,4 il existe C > 0, indépendant de j et a , tel que :

R^(J:(RL') + (RL'^ - c^o] Uj,Uj) ^ - c||Uj||2

Enfin, il existe C > 0 indépendant de j et o, tel que :

(TO^- "jîi^jll2'
ce qui démontre (3.9).

6 . Minoration de J .
8u.

^^(W'ay 1 ' ^
X - X . X , - X

Posons a.= e $j @ . = e ^>,j (indépendants de y,)

x x-} 2.d'où e i i . ^ e ^ a - u .
j J j
x. ? au.

^ e ^ ((^R),(a^) ^-.Uj)

Or : 0 . R ê S ° . et a .A ,€S° .J J »o J 1 J »o

T..) = ($jR) o (ajA^) - ^a j (RA^)€S" 1

avec des semi-normes bornées indépendamment de j et a. D'où :
x, , x. 3U,

J = e ^ 2 R , ((RA^)-^ (ajU), ^u) . e ^ R, (T_^ . Uj).

Intégrons par parties la première intégrale, désignée par J,.

J] = ( ( R A^ ) W ^j^' "j^ = " ^^y ^j^' "j^ '< C^iî^j^)' "jV

- ("j"' ̂  -è, ̂
^ = (^.u, (RA^)-^- (ajU)).

D'oû

2R, J, = - ( (RA , ) , ("."J> («,",•) + («.•" .e ̂  - - ((RAi^ («,",), («j",) + (aj",. C(RAl) - ̂ W, ̂ ^

-< (RA^) ajU^, ajU^> .

Puisque <t,.(RA,)€S° , le symbolej 1 J » Q

^ [(RA^F - (RA^)4] ^.,
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est dans S" . Désignons le aussi par T ,. En tenant compte dej »o ~ i

(RA/ = (RA^ )

on a : . au.
J-e^R, < (RA,) (»^). ̂  > + R,(UJ. T.̂  ̂  )

Minorons successivement les deux termes.

a) Terme de traces.
D'après Kreiss, il existe C? et C-, tels que :

(RA.p + C^P - C^ ^ 0

Ce symbole, multiplié par î > . » étant dans S° , il existe C > 0, indépendant
J J »c?

Ce symbole, i
de j et o, tel que

Vv£L 2 Rg < $j[(RA^) + C^P) - C^v.v > l-C|v|2.^^ ^^

Appliqué à v = a.u ., cela donne :

Re <(RAi) ("j"o)' »jV + W^2 1 ^'^"ojl2 - ̂ "ojl^.j.a
Or :

I^-I/Z, j, o ^ n72 l^o-

En multipliant par e^, on obtient

Re exj < (RA,) (ajU^). (ajU^)> + C^le^Pu^l2 ^

> C, le^u .|2 - c le^2 u - |2 .— 3 ' O j 1 a ' oj •

b) Second terme

I I est majoré par
x • ^ •

^'"J'UI63 iyfll-1,j..

(T^-j est un opérateur tangentiel indépendant de n,).

Or :
X- j 3^1 -1

Q J ______J - 0 fl 1e -37, ^V ^-^"j)^1

Puisque B. A ' 1 ^ S0.J 1 j »< ï

l̂ jll-l.̂  ^ ^jll-IJ^ ^ll^l^
Puisque e . A ' 1 L ' C S 1

J 1 J »C)

1 1 ^ A "L l .. !11^ -L-",i!.i,,.^C||Uj||,
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Le second terme est donc majoré par :

C(ll"jllo2 \?l|L"jll2)

où C est indépendant de j et a • Finalement :

^\'"\,\2'. C, l."72 "»12 -C|l",12 -Î2 |L-,|2 - ̂ /V'

IV - DÉMONSTRATION DU THEOREME D'EXISTENCE.

Considérons le système :

( 4 . 1 ) (L +a) u = t -^ - z tAj(t.y) J^ + (B+a) u=f.

Kreiss a démontré que sous l'hypothèse H3 on peut toujours écrire les conditions
aux limites sous la forme :

(4 .2) u^ + Su^11 = ^

en posant u = (u^ ... u^) u = (u , ... uj. S désigne une matrice de type
(J^, P-Jl).

DEFINITION 4.1 . - Le problême adjoint formel du problème ( 4 . 1 ) , (4.2) est

(4.3) f (L^ +a) v=g

(4.4) [ v^1 1 - S\/ ^

PROPOSITION 4.1 . - Si le problème ( 4 . 1 ) , (4.2) satisfait aux hypothèses Ht. H2 et
H3, il en est de même du problème (4.3), (4.4).

La seule difficulté réside dans ta vérification de l'hypothèse H3. On s'appuie
sur 1e fait que pour tout o > 0 et pour tout point (y^éR"4'1 tes déterminants de
Lopatinsky de ces problèmes sont imaginaires conjugués.

On en déduit qu'il existe C > 0 et o, > 0 tel que pour tout a > a-, et pour tout
v € V on a :

(4.5) o |H f+ It^vJ^C [^KL* +o) v^ It1/2^" -S\1)!2].

Après multiplication par A , 1 on peut écrire l'opérateur (4 .1) sous la forme

L u = t^ + 1^- l^0^-
On vérifie alors facilement :

PROPOSITION 4.2 . - On a pour tous u jet v €$) (ïï)

(Lu.v)-(u,L^v) =-< (u^+Su^11), tv^> - <tUQ1 1 . v^1 1 - S^.

Cette formule de Green s'étend à vé V et u é.D (L).
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On veut résoudre le problème :

f (L + o) u=f uél2^)

1 »; * ^o" • f
avec f^L2^) et t172^^2^).

Posons pour tout v é - V :

L(v) =(f,v) + ̂ ^v^, t172 cp >

D'après les estimations duales (4.5), si o > a, :

| L ( v ) | ^ C ( | | (L^+a) v | | + [^^(v^11 -S^1)])

En appliquant la formule de Green successivement avec v€§)(îî) puis avec véâ)(sî0s)
on obtient l'existence de u tel que :

u€L2

(L + a) u=f

"o1 + ^o11 =^
ce qui démontre le théorème 2.
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