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PROBLEMES MIXTES
POUR DES SYSTEMES HYPERBOLIQUES SINGULIERS

par
Jean Francois NOURRIGAT

Le probléme de Cauchy pour les systémes hyperboliques singuliers & partie
principale symétrisable a &té é&tudié par Alinhac [11, [2], qui a démontré d'autre
part que 1'étude d'un opérateur hyperbolique du type de Fuchs peut se ramener & celle
d'un tel systéme. .

D'autre part Kreiss [3] et Sakamoto [4] ont démontré des théorémes d'existence
et d'unicité pour les problémes mixtes dans un demi-espace respectivement pour des
systémes et pour des opérateurs strictement hyperboliques avec des conditions aux
limites vérifiant 1'hypothése de Lopatinsky uniforme.

Nous nous proposons ici d'étudier les problémes mixtes dans un demi-espace pour
des systémes présentant le méme type de singularité sur la surface initiale que ceux
de [1]1, [2], mais ol la partie principale et les conditions aux limites vérifient les
mémes hypothéses d'hyperbolicité stricte et 1a méme condition de Lopatinsky uniforme
qu'en [3], [4].

Plus précisément, en utilisant le symétriseur construit dans [3], nous démontrons
pour le probléme &tudié et le probléme adjoint des estimations & priori qui nous
fournissent un théoréme d'existence et d'unicité dans un espace L2 avec poids.
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I - ENONCE DES RESULTATS.
%, n et p sont des entiers > 1, avec & < p.
n est la dimension de 1'espace et p 1'ordre du systéme.
L'ouvert considéré est

Q ={(t,y)l t>0 _y]>0 yjeRpour2§jin}
Nous emploierons la notation y' = (y2 e yn) et nous désignerons par : la surface
'[.Y]=O}'

1 . Hypothéses sur 1'opérateur

On considére dans o le systéme différentiel suivant :

=t 3 .
(1.1) L=t J

n
I tAj(t.y) a5 * B(t.y)
=1 Y4

J
ol les Aj(t,y) (1 <j <n) et B(t,y) sont des matrices de type (p,p),indéfiniment
dérivables dans @ . On suppose que Aj(t,y) est constant en dehors d'un compact de
Q et que B(t,y) est borné.

On associe & L 1'opérateur :

’) n 9
L= 2o 5 A(ty) -

£, .
° Aty %;

Nous supposerons vérifiées les 2 hypothéses suivantes :
H1) L'opérateur L0 est strictement hyperbolique pour (t,y) € q .

Autrement git V(t,y)€E Q, ¥n = (n] ces nn) € R" - {0} les valeurs propres de la
matrice z Aj(t,y) nj sont réelles et distinctes.
1

H2) Pour (t,y) € @, la matrice A](t,y) est diagonale, et les éléments aj(t,y)
de la diagonale vérifient :
aj(t,y) < 0 pour j

IA

L

(t.y) Owpourj > +1

iv

a.

J

L'hypethése H1) implique que la matrice A] est diagonalisable. On ne restreint
donc pas la généralité en la supposant diagonale.

2. Hypothése de Lopatinsky.

Sur la surface & on va imposer des conditions de la forme :
Pu0=g

ol ug désigne 1a trace de u sur 3 , P(t,y') est une matrice de type (p,2), indéfini-
ment dérivable pour t > 0 et y'€ Rn-],constante en dehors d'un compact. Nous ferons
1'hypothése :

H3) Dans un voisinage de =z, la matrice P satisfait & la condition de Lopatinsky
uniforme par rapport & 1'opérateur Lo.

Pour la définition de cette condition, voir Kreiss [3]
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3. Enoncé des théorémes
Désignons par V 1'espace des distributions u e(Lz(Q))p telles que

t We(?(a))P et tg;‘-j e (LP@)? (1< <n).

THEOREME 1. - Sous les hypothéses H1, H2, et H3, il existe ¢ > 0 et o, > 0 tels que
pour tout ue V et pour tout o >, on ait :

(1.2) alllf +1tY2u 1% < e Ikuwo) ulf + 111/2pu ).

On adopte les notations suivantes

[| || et ( ) désigne lanorme et le produit scalaire dans (Lz(n))p

| | et < > jouent le méme réle dans (LZ(Z))p.

THEOREME 2. - Sous les hypothéses H1, H2, H3, il existe oy > 0 tel que pour tout
o > oy, pour tout f et « tels que
£0fe(L2(2))P  tY2 "7 e(lP(x))P,
il existe un u tel que

7 uel?(a)P
Lu = f
Pu, = ¢
La trace de u sur © a bien un sens si u vérifie les conditions précédentes et
appartient a Ho1/2 (z)
loc

I1 - OPERATEURS PSEUDO DIFFéRENTIELS DéPENDANT DE PARAMETRES

n et p sont des entiers> 1.

(x,y') désigne 1a variable de R" (xeR, y'eRn-]).

€ 4n') désigne la variable duale,
o est un paramétre > 1, k un paramétre > 0, et m un nombre réel.

DEFINITION 2.1. - On désigne par SE,O 1'ensemble des matrices a(x,y's, g, n') de
type (p,p) indéfiniment dérivables par rapport & toutes les variables, et ayant les
propriétés suivantes :

a) Pour 0 < k <1, le _support en (x,y) de a est inclus dans une boule de rayon 1
de R", et pour tout multi-indice (as By v, 6) il existe C >0 tel que :

$ -y =58
|0 05 DY D) a(xay, £an)| <c (o [el+ k )™ "

b) Pour k > 1, Te symbole a est indépendant de y, son support en x est inclus dans
un segment de largeur 1, et pour tout multi-indice (a, v, 8) il existe € > 0 tel que:

|05 DY 02 a(x, &, n)| < clo +lel + k[a])" 7Y kS
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On munit SE s de la famille de semi-normes
? onBnY
NE’: (a) = sup sup ]DXD*YDEDT] ,:l 5.8
’ atBty+s < G (X,¥,E,n) (o#|g[+k[n]"
qui en fait un espace de Fréchet.
On pose A =op(a). aob désigne 15 symbole composé de a et b. a* désigne le symbole
de 1'opérateur adjoint de A, et a 1la matrice adjointe de a.

DéFINITION 2.2. - L'espace Hi,O (s €R) est 1'espace HS(R") muni de 1a_norme

S .
lully o = Ito*lel + KInD)® a(en)l
On vérifie immédiatement les 4 propositions suivantes

PROPOSITION 2.1. - Si a esE 5 oP(a) =H§ o Hz'g . I1 existe un entier q > 0 et
C > 0 indépendants de k et o, tels que :

,M
Vu € Hp o MMl o 2 NE o (@) lullg o

M M
PROPOSITION 2.2. - Si M] et M2 sont des nombres réels, si a Sk]a et be Sk20 s
M + M - .I bl b
a, b - abeSk1 2 . De plus pour tout entier q > 0 il existe un entier q' >0

et C > 0 indépendants de k et o, tels que
s M + My -1 ',M '\M
NE’G 1 2 (agh - ab) < ¢ NE’G 1 (a) NE,U 2 (b).

Soit maintenant ¢eﬂ>(R") (resp. ¢ €P(R)) a support dans une boule de rayon 1 si
k <1 {resp. si k > 1).

PROPOSITION 2.3. - Si aesk s <1>(a -a )é,Sm -1 . Pour tout entier q > 0, il

existe ¢' >0etC>0 1ndependants de k et o, te]s que :

NE,G(Q(a* -ay) <c Nk o (@)

PROPOSITION 2.4. - Soit m > 0 et aeSk o tel que a(x,y,£,n) soit une matrice hermi-

tienne positive. I1 existe ¢ > 0 et q > 0 ne dépendant que de m, k et o, tels que
pour tout ueH'E gona:

Re(Au,u) > - ¢ Nﬁﬂ (a) "““2 m=1
Tz e

IIT - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

1 . Rappel des résultats de Kreiss.

Onalz<zg<p.
Soient A] A2 An des matrices de type (p,p) et P une matrice de type (p,%)
vérifiant les 3 hypothéses suivantes :
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n
H1) Pour tout n e Rn—{o} les valeurs propres de la matrice =2 Aj“j sont réelles et
distinctes, 1

a
H2) La matrice A] est de la forme A]=( 1o a, 0 ) avec
%
a; < 0 pour j < 2
aj >0 pour j > +1
H3) Le systéme de matrices (A] A2 FR An, P) vérifie la condition de Lopatinsky

uniforme.
Alors i1 existe C], C2 et C3> 0 ne dépendant que de (A],.,,,An,P) et une matrice
R(o,2, NpeeeNys Aj’ P) de type (p,p), indépendante de N indéfiniment dérivables par
rapport & toutes les variables (par rapport a ¢ > 0, zeR, neRn'] , et aux coeffi-
cients des matrices précédentes) telle que

1) Pour Aj et P fixés la fonction (o,£,n)} + R(o,E,n, Aj, P) est homogéne de de-
gré 0 pour ¢ > O,

2) Re R(o+ig -1z Aj“j) > Cy.

3) RA] est autoadjointe, et i1 existe 02 et C3 > 0 tels que

H
RA; + C,PP- €y > 0

2, Le changement de variable t=eX,
Tout d'abord i1 suffit de démontrer 1'estimation (1.2) avec B(t,y)=0. Considérons
le systéme (1.1) et faisons le changement de variable t=e*, en posant :
U(xoy)=e2u(eX,y), Flxoy)=e*F(eX ).

Le systéme (1.1) devient :
NN ol T ° X oy o o
(3.1) Lu = =%t (o- ?)u -z Aj(e y)e _3§5 =f

—_

les conditions aux limites,
(3.2) P(e.y) U(x.y) = §(x.y).
et 1'estimation & démontrer :
(3.3) o ulf + 12§ 1% < c (5 IAF + 122517,

Le but de la section III est de démontrer cette estimation. Désormais le symboile ~

o

sera omis.
Le symbole associé au systéme (3.1) est :

n
2o+ ig - ie* 1z A.(eXy)n..

1 3 J

I1 est donc logique d'introduire le symbole :

@;(U, X,,V:E,n) = R(O,E,exn, Aj(ex,)’) ’ P(ex’y))‘

On en déduit qu'il existe C], C2 et C3> 0 indépendants de x et y, tels que :
(3.4) Re > C,

B, +cy PP -3 >0

255



J.F. NOURRIGAT

D'autre part, pour tout multi-indice (o,8,y,s) i1 existe C > O indépendant de 4,
tel que

(3.5) 02050708 Bhoaxay gan)| < € (otlef+e® [n]) 7T ™,

0 .
de sorte que G%n appartient pas & la classe S', ce qui motive 1'introduction de
la partition de 1'unité suivante.

3. Partition de 1'uniteé.

D'aprés les hypothéses sur L, nous pouvons supposer que les matrices A (e ,y) et

P(e ,y) sont -constantes pour x > 0. Soit (x Y5 ) la suite des points d' un réseau de

R,

Soient @EH(R) et \peﬁ)(an_]), positives. Posons :
Q;(xay") =@ (x=%5) v (¥y;) si x; <0

J
¢j(x,y ) =<P(x-xj) six; > 0
On peut choisir ces fonctions de telle sorte que :
z (p.z =1 I ID“Ly.|2 <C pour tout multi-indice «.
i i oo

Si 1'on pose uy = wju, le systéme (3.1) s'écrit :
(3.6) it
Pu®. = ¢.g =g,

Q\P. n a‘P‘
= - 4 x x4
Pif + ( 5 % A (e7.y) e W, Ju

Le terme entre parenthéses est borné indépendamment de j,x, et y, et 1'on a :
2 2 2 _
L (LS PR R T o

Dans l1a suite, on va démontrer qu'il existe C > 0 et oy > 0 indépendants de j et g,
tels que ¢ > 9% entraine :

x/2 u°

2 2 1 2 oo 12
(3.7)  olluyl®+ e <c (gllwglf + 1eX/% pue ]?)

3
En ajoutant toutes ces inégalités, on obtient bien (3.3), ce qui démontrera le
théoréme 1.
Soit maintenant ¢(resp.¥)e® égale & 1 sur supp ¢ (resp. supp y).
Posons ]

¢j(x,y) = @(x-xj) ¥ (y-yj) sixg < 0

o (x,y) = o(x - Xj) six; > 0

Le systéme (3.6) peut encore s'écrire :
3.8 3.R . .= f,
(3:8)  (3;R) , (o5L) uj = f,
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Or nous observons d'aprés (3.5) que q>th€S° et o, LeS] ,» les semi-normes .

X i X
e J, e J,o

de ces symboles &tant bornées indépendamment de j et o. Lesxsymboles considérés sont
indépendants de ny-

4 ., Intégrations par parties.

On peut écrire :

X X 3 '
$-=e Ay(em.y) 7 + L'(o, Xs ¥YsEsn)
Multipliions les deux membres de (3.8) par Ej et intégrons. Nous obtenons
I+J= ZRe(fj’uj)
I =2Re((¢sR)0 (0, L") u,, u,)
avec J J i’
J =2 Re ((2:R) 0 (a:A,) e 24

Nous allons démontrer qu'il existe Cys eevnsCy tels que :

(3.9) I> (¢ - ¢y uujuz

X/2, 0,2 4 x/2 3,2 6, (. 12
(3.10) 3+ e Pdl? 2 (o3 - ) [P d|? - o ||uj|[2 - o5l
D'autre part, pour tout e> o, il existe c, tel que :
2 Ce 2
(3.11) I(RL“js UJ)l X eo ||UJ]| t—= ”Luj”
En choisissant ¢ assez petit et ¢ assez grand, on en déduit 1'estimation (3.7).
5 . Minoration de I.
I = . L' )us,us).
2% H%R%wf.wJuﬁ

D'aprés la proposition 2.2, il existe Toes0 X » les semi-normes de T0 étant
bornées indépendamment de j et o, tel que : € Js°

] - 2 )
(¢jR) o (QjL ) = ®j (RL') + To‘
(RL') désignant 1le produit matriciel des symboles R et L'. Donc :
= ' l* . ] . .
I= ([(RL') + (RL')'] ujs uJ) + 2R, (T, U uJ)
D'aprés la proposition 2,3
H
. [(RLY* 5, - ' ,
% [(RL") T (RL") @J]

est un symbole de 50 , désigné aussi par TO. D'oll :
e"j,o

I=2r ([(RL') + (RL')] g o) + 2R (Tousus)

D'aprés les propriétés du symbole de Kreiss
(RL') + RLY - o >0
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D'aprés la proposition 2,4 i1 existe C > 0, indépendant de j et o, tel que :
' i - 2
Re([(RL ) + (RL')" - c1§] uj,uj) > cHujH
Enfin, i1 existe C > 0 indépendant de j et o, tel que :
2
(To ujs uj) <c lujll,
ce qui démontre (3.9).

6 . Minoration de J .

x 2U;
J = 2Re (ROA]E W]— N uj)
X =X Xj - X
Posons o= e Z 25 8j= e 2 25 (indépendants de y])
X 2
d’ c=e Y 4.,
ol euy ag U
X dU
=ed 2 i}
J € ((‘DJR) o (GJ A]) 33’1 » UJ)
. 0 )
or : <1>J.R€S 340 et ajA1€S §s0
- _ -1
Tq= (QjR) o (ajA]) Qjaj(RA]) €S i

avec des semi-normes bornées indépendamment de j et o. D'ol :

Xj 3 Xj auj
Jd=e 2Re ((RA])E—(U.JU), aju)+e Re (T_]E,UJ).

Intégrons par parties la premiére intégrale, désignée par J].

J

;= ((RA}) -53—] (50> agu) = = ((RAY)y () o) =< (RA))(ajig) » ajg> -

3
- (Otjus (RA])* STVT (OLJU))

(<
n

p = (o5us (RA])B—;’,-]- (a5u))

ZRe J] = - ((RA])Y] (Gjuj)’ (ajuj) + (O‘juj’ [(RA]) - (RA])ﬁQ_}{ (O‘j"uj))

_<’(RA.|) ajujo, aju50> .

. 0
Puisque ¢j(RA])€;Sj’ 5 le symbole

» H
CDJ' [(RA'I) - (RA])] ‘l’js
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est dans SE]G. Désignons le aussi par T_1. En tenant compte de

H
(RA{)™ = (RAy)

on a : 3u
X xj 77
J=-eM2Ry < (RAJ) (aups)s oguos > + Ry(uy, T ge a—y% )

Minorons successivement les deux termes.

a) Terme de traces.

D'aprés Kreiss, il existe 02 et 03 tels que :
H
(RA]) + CZP P - C3 >0

Ce symbole, multiplié par ¢j’ étant dans Sg I il existe C > 0, indépendant
de j et o, tel que

2 H 2

WELT R, < Qj[(RA]) + C,(PP) - C5vov > >-C|v] 12, 5
Appliqué a v = “juoj’ cela donne : ) ) )

Re <(RAY) (aug)s ayu> + ColagPuoy|™ 2 Calagugsl™ = Clagugsl™y 5,

Or :
[v] < ! [v]
-1/2, j, o = 3172 0°

En multipliant par exj, on obtient

X3 x/2 2
Re &9 < (RAD) (ayug)s (ajup)> + ¢ leX/%pu % >
x/2 2 C . x/2 2
> Cyle uoj' - < le / uojl .

b} Second terme

I1 est majoré par
X dU.
J _J
Clluyll fe W 215,06

(T.; est un opérateur tangentiel indépendant de n])-

Or :
j j - -] =] !

. -1
Puisque Bj A]

-1 C
HBJ-A] fjll'laj,c = CHFJ'H_],J"Oi g“fj“c'

L'es!,

Js0

'] 1 !
||5jA] L “J'I! 1. = ¢ "ujHo

. -1
Puisque Bj A]
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Le second terme est donc majoré par :

2 1
Clllaglly + 7 g |
oll C est indépendant de j et 5. Finalement :

x/2 2 x/2
| o | e

>

)

2 2 C 2 x/2 2
3G, | e ozl -Cllusl " ILug® - Yerlay, |2

’ . -
IV - DEMONSTRATION DU THEOREME D'EXISTENCE.

Considérons le systéme :
+ (B+o) u=f.
By, * &)
Kreiss a démontré que sous 1' hypothese H3 on peut toujours écrire les conditions
aux Timites sous la forme :

3 n
(4.1) (L+g) u=t Tz % tA; (tsy) 5

(4.2) ugh + suptt =
en posant ul = (u] e ) utl - (u£+] cee ”p)' S désigne une matrice de type
(JL: P'R,).

/
DEFINITION 4.1 . - Le probléme adjoint formel du probleme (4.1), (4.2) est
(4.3) (L* +0) v=g

II H I _
(4.4) Vo TSy Y

PROPOSITION 4.1 . - Si le probléme (4.1), (4.2) satisfait aux hypothéses H1, H2 et
H3, i1 en est de méme du probléme (4.3), (4.4).

La seule difficulté réside dans la vérification de 1'hypothése H3. On s'appuie
sur le fait que pour tout ¢ > 0 et pour tout point (y,t)e.R”+]
Lopatinsky de ces problémes sont imaginaires conjugués.

les déterminants de

On en déduit qu'il existe C > 0 et oy > 0 tel que pour tout ¢ > 9y et pour tout
veVona:

(4.5) oIMIf + 187212 < ¢ B 1* o) v + [£15(y JDia.

Aprés multiplication par A]_] on peut écrire 1'opérateur (4,1) sous la forme

n
u BU au
=t L g, #Dt
=ty * ol 3o 3t )

On vérifie alors facilement :

PROPOSITION 4.2 . - On a pour tous u et ve&D ()

lu v oo I, II I, II II _ (H I
(Luy )-(u,L"v) =-< (uo #uy ) tv, > <tu)" ", vy SV >,

Cette formule de Green s'étend & veV et ueD (L).
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On veut résoudre le probléme :
(L + o) u=f u eLz(ﬂ)
I II _
ug *Suyt = ¥
amcf@Lﬂn)ettV2¢eL%zL
Posons pour tout veV:
L) =(Fv) + <toy T 12

D'aprés les estimations duales (4.5), si o > gy ¢

t]/2

L) < © (K +0) vI[+ 872 M- sy D))

En appliquant la formule de Green successivement avec ve® (o) puis avec ved(auz)
on obtient 1'existence de u tel que :

ueL2

(L + o) u=f

I 1 _
u, + Su0 =@,

ce qui démontre le théoréme 2.
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